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Вариант № 2. 
 

1. Найти и изобразить поверхность уровня , проходящую 
через точку (1;-1;1). 
Решение: 
Найдем поверхности уровня 

 так как поверхность проходит через точку (1;-1;1) 

 

Следовательно,  - однополостный гиперболоид  
 

 
 

2.Для функции  в точке  М (1;1)  найти градиент и  производную в 
направлении вектора   

Решение: 
1) Найдем частные производные и их значения в точке М 

 

 

 

тогда градиент функции имеет вид   

2) Находим единичный вектор, разделив каждую координату вектора на его 

2 2 2u x y z= + -

2 2 2C x y z= + -

( )22 21 1 1
1 1 1 1

C
C
= + - -

= + - =
2 2 2 1x y z+ - =

xyz xe=
   2l i j= -

( )
11 111 1 0

xy xy xy
x

M

z xe e xye
x
z e e
x

× ×

¶ ¢= = -
¶
¶

= - × × =
¶

( ) 2

2 111

xy xy

y

M

z xe e x
y

z e e
y

×

¶ ¢= =
¶

¶
= × =

¶

( ); 0;z zgrad z e
x y

æ ö¶ ¶
= =ç ÷¶ ¶è ø



2 
 

длину: 

 

 

Следовательно,  

 
 

3. Существует ли предел ? 

Решение: 
Проведем замену  , тогда 

 

Результат не зависит от коэффициента  k , следовательно, данный предел 
существует. 
 

4. Доказать, что функция   удовлетворяет уравнению

 

Решение: 
Найдем частные производные первого порядка 

 

Найдем частные производные второго порядка 

 

Подставим найденные производные в уравнения , получаем 
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докано 
 
 
5. Неявная функция z(x,y) в окрестности точки (-2,1,1) задана уравнением 

 Найти дифференциал функции z в точке (-2;1). С 

помощью найденного выражения вычислить приближенно функцию    
z(-2,1;0,9) 
Решение: 
Зададим функцию  

Найдем частные производные 

 

Найдем значение производных при  

 

Тогда дифференциал имеет вид: 
 

 
Найдем приближенное значение функции z(-2,1;0,9) для этого обозначим 

 

Приближенное значение функции вычислим по формуле: 
, где  , тогда  

Приближенное значение функции: 
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Вариант № 5. 
 

1. Найти и изобразить области определения функции ; 

найти и изобразить линии уровня этой функции, проходящую через точку 

 . 

Решение: 
найдем область определения  

 

Часть плоскости внутри эллипса с центром в начале координат и полуосями 1 

и   

 
Найдем линии уровня 

 так как линия проходит через точку  

 

Следовательно,   
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2.Для функции  в точке  М (1;-1;2)  найти градиент и  

производную в направлении вектора   

Решение: 
1) Найдем частные производные и их значения в точке М 

 

 

 

тогда градиент функции имеет вид   

2) Находим единичный вектор, разделив каждую координату вектора на его 
длину: 
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Следовательно, 

 

 
 

3. Существует ли предел ? 

Решение: 
Проведем замену  , тогда 

 

Результат зависит от коэффициента  k , следовательно, данного предела не 
существует. 
 

4. Доказать, что функция   удовлетворяет уравнению

 

Решение: 
Найдем частные производные первого порядка 

 

Найдем частные производные второго порядка 
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Подставим найденные производные в уравнения , 

получаем 

 

доказано 
 
 

5. Неявная функция z(x,y) в окрестности точки   задана 

уравнением  Найти дифференциал функции z в точке  . 

С помощью найденного выражения вычислить приближенно функцию  

z(0,4;-9,8) 

Решение: 
Зададим функцию  

Найдем частные производные 
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Найдем значение производных при  

 

Тогда дифференциал имеет вид: 

 

 
Найдем приближенное значение функции z(0,4;-9,8) для этого обозначим 

 

Приближенное значение функции вычислим по формуле: 

, где  , тогда  

Приближенное значение функции: 
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Вариант № 6. 
 

1. Найти и изобразить поверхность уровня , проходящую 
через точку (4;3;7). 
Решение: 
Найдем поверхности уровня 

 так как поверхность проходит через точку (4;3;7) 
 

Следовательно,  или - гиперболический параболоид  

 
 
 

2.Для функции  в точке  М (1;3)  найти градиент и  производную 
в направлении вектора   

Решение: 
1) Найдем частные производные и их значения в точке М 

 

 

 

тогда градиент функции имеет вид   

2) Находим единичный вектор, разделив каждую координату вектора на его 
длину: 
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Следовательно,  

 
 

3. Существует ли предел ? 

Решение: 
Предел существует, так как не зависит от способа приближения 

 

 
 
4. Найти производную  функции , если 

,  
Решение: 
Воспользуемся дифференцированием сложной функции 

 
 или  

 

 
 
5. Неявная функция z(x,y) в окрестности точки (0,1,1) задана уравнением 

 Найти дифференциал функции z в точке (0;1). С помощью 

найденного выражения вычислить приближенно функцию    
z(-0,1;1,1) 
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Решение: 
Зададим функцию  или  

Найдем частные производные 

 

Найдем значение производных при  

 

Тогда дифференциал имеет вид: 
 

 
Найдем приближенное значение функции z(-0,1;1,1) для этого обозначим 

 

Приближенное значение функции вычислим по формуле: 
, где  , тогда  

Приближенное значение функции: 
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Вариант № 7. 
 

1. Найти и изобразить области определения функции ; 
найти и изобразить линии уровня этой функции, проходящую через точку 

 . 

Решение: 
найдем область определения  

 

Часть плоскости внутри квадрата 

 
Найдем линии уровня 

 так как линия проходит через точку  

 

Следовательно,   
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2.Для функции  в точке  М (1;1;1)  найти градиент и  
производную в направлении вектора   

Решение: 
1) Найдем частные производные и их значения в точке М 

 

 

 

 

тогда градиент функции имеет вид   

2) Находим единичный вектор, разделив каждую координату вектора на его 
длину: 

 

 

Следовательно, 

 

 
 

3. Существует ли предел ? 

Решение: 
Предел существует, так как не зависит от способа приближения 
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4. Вычислить все частные производные второго порядка от функции  

 

Решение: 
Найдем частные производные первого порядка 

 

Найдем частные производные второго порядка 

 

 

( )

2 2
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5. Неявная функция z(x,y) в окрестности точки   задана 

уравнением  Найти дифференциал функции z в точке (0,5,1). 
С помощью найденного выражения вычислить приближенно функцию 
z(0,7;1,1) 
Решение: 
Зададим функцию  
Найдем частные производные 

 

Найдем значение производных при  

 

Тогда дифференциал имеет вид: 
 

( ) ( )
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Найдем приближенное значение функции z(0,7;1,1) для этого обозначим 

 

Приближенное значение функции вычислим по формуле: 
, где  , тогда  

Приближенное значение функции: 
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Вариант № 8. 
 

1. Найти и изобразить поверхность уровня , проходящую 

через точку (0;3;0). 
Решение: 
Найдем поверхности уровня 

 так как поверхность проходит через точку (0;3;0) 

 

Следовательно,  или - плоскость  

 

 
 

2.Для функции  в точке  М (2;-2)  найти градиент и  

производную в направлении вектора   

Решение: 
1) Найдем частные производные и их значения в точке М 

 

 

 

тогда градиент функции имеет вид   

2) Находим единичный вектор, разделив каждую координату вектора на его 

1
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длину: 

 

 

Следовательно,  

 
 

3. Существует ли предел ? 

Решение: 
Проведем замену  , тогда 

 

Результат зависит от коэффициента  k , следовательно, данного предела не 
существует. 
 
 
4. Доказать, что функция   удовлетворяет 

уравнению  для любых дважды дифференцируемых функциях 

  

Решение: 
Найдем частные производные первого порядка 

 

Найдем частные производные второго порядка 

 

 

Подставим найденные производные в уравнения , получаем 
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доказано 
 
5. Неявная функция z(x,y) в окрестности точки (1,2,1) задана уравнением 

 Найти дифференциал функции z в точке (1;2). С 

помощью найденного выражения вычислить приближенно функцию    
z(1,2;1,9) 
Решение: 
Зададим функцию   

Найдем частные производные 

 

Найдем значение производных при  

 

Тогда дифференциал имеет вид: 
 

 
Найдем приближенное значение функции z(1,2;1,9) для этого обозначим 

 

Приближенное значение функции вычислим по формуле: 
, где  , тогда  

Приближенное значение функции: 
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Вариант № 9. 
 

1. Найти и изобразить область определения функции , 

найти  и изобразить линию уровня, проходящую через точку (1;3/2). 
Решение: 
Найдем область определения 

 

Построим область определения, часть плоскости между параллельными 
прямыми 

 
 
Найдем линию уровня 

 так как линия проходит через точку (1;3/2) 

 

Следовательно,   
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2.Для функции  в точке  М (2;3;1)  найти градиент и  производную в 

направлении вектора MN, если    

Решение: 
1) Найдем частные производные и их значения в точке М 

 

 

 

 

тогда градиент функции имеет вид   

2) Находим координаты вектора NM, затем единичный вектор, разделив 
каждую координату вектора на его длину: 
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Следовательно, 

 
 

 
3. Существует ли предел ? 

Решение: 
Проведем замену  , тогда 

 

Результат не зависит от коэффициента  k , следовательно, данного предел  
существует. 
 
 
4. Найти частные производные  функции , если 

,  

Решение: 
Воспользуемся дифференцированием сложной функции 

 

 

Аналогично находим  

 

 
 
5. Неявная функция z(x,y) в окрестности точки (1,1,1) задана уравнением 

 Найти дифференциал функции z в точке (1;1). С 

помощью найденного выражения вычислить приближенно функцию    
z(0,8;0,8) 
Решение: 
Зададим функцию   

Найдем частные производные 
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Найдем значение производных при  

 

Тогда дифференциал имеет вид: 
 

 
Найдем приближенное значение функции z(0,8;0,8) для этого обозначим 

 

Приближенное значение функции вычислим по формуле: 
, где  , тогда  

Приближенное значение функции: 
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Вариант 12 
1. Найти и изобразить поверхность уровня функции � �2 2 2ln 7 2 3u x y z � � � , 

проходящую через точку (1;1;1) 
Решение: 

� �
� �2 2 2

, ,

ln 7 2 3

u x y z C

x y z C

 

� � �  
 

Найдем значение С зная, что поверхность проходит через точку  (1;1;1): 
� �
� �

2 2 2ln 7 2 1 3 1 1

ln 7 2 3 1
ln1 0

C

C
C C

� � � � �  

� � �  

 �  

 

Тогда � �2 2 2 2 2 2 2 2 2ln 7 2 3 0 7 2 3 1 2 3 6x y z x y z x y z� � �  � � � �  � � �   

Получили уравнение эллипсоида 
2 2 2

1
3 2 6
x y z

� �   

 
 

2. Для функции � �arcsin arccos xz xy
y

§ ·
 � ¨ ¸

© ¹
 в точке  M (1/2, 1)  найти 

градиент и  производную в направлении вектора l = -5i +2 j  
Решение: 
1) Найдем частные производные и их значения в точке M0 

� �
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 1arcsin arccos
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� �
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
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1 1 / 1
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w
 �  
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тогда градиент функции имеет вид  2 3; 0;
3

z zgrad z
x y

§ ·§ ·w w
  ¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸w w© ¹ © ¹

 

2) Находим единичный вектор, разделив каждую координату вектора на его 
длину: 

� �2 2
0

5 2; 5 2 29
29 29

l l�§ ·  � �  ¨ ¸
© ¹

 

0 00

cos cos cos
M MM

z z z z
l x y z

D E Jw w w w
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w w w w
 

Следовательно, 
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l x y
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3. Существует ли предел 
0
0

lim
x
y

x
y

e
o
o

? 

Решение: 
Проведем замену  y kx , тогда 

1 1

0 0 0 0
0

lim lim lim lim
x x x
y y kx k k

x x x x
y y kx y kx y kx

e e e e e
o o o o
o    

     

Результат зависит от коэффициента  k , следовательно, данного предела не 
существует. 
 

4. Найти производную tuc  функции � � � � � �� �, ,u f x t y t z t , если 2 3 5f x y z , 

1ln , ln ,
ln

x t t y t z
t

    

Решение: 
Воспользуемся дифференцированием сложной функции 

t x t y t z tu f x f y f zc c cc c c c � � � � �  

� �3 5 2 2 5 4 2 3
2

1 12 ln 1 3 5
lntu xy z t y x z z x y

t t t
�§ ·c  � � � � � � ¨ ¸

© ¹
 или  
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� �

� �

5 5 4
3 2 2 2 2 2 3

2
1 1 1 1 12 ln ln ln 1 3ln ln 5 ln ln
ln ln ln ln

2 ln 1 3 5 2 ln 2
ln ln ln ln

tu t t t t t t t t t t
t t t t t t

t t t t t t t
t t t t
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© ¹ © ¹ © ¹ © ¹

�
 � �   

 
 

5. Неявная функция z(x,y) в окрестности точки (1,1,1) задана уравнением 
2 2 2 3 3 3x y z x y z� �  � �  Найти дифференциал функции z в точке (1,1) . с 

помощью найденного выражения вычислить приближенно функцию 
z(1.1:1.1) 
Решение: 
Зададим функцию � � 2 2 2 3 3 3, ,F x y z x y z x y z � � � � �  
Найдем частные производные 
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Найдем значение производных при 0 01, 1, 1x y z    
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Тогда дифференциал имеет вид: 
x ydz z x z y x yc c ' � '  �' �'  

 
Найдем приближенное значение функции z(1.1:1.1) для этого обозначим 

0 0
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Приближенное значение функции вычислим по формуле: 
1,1, 1,1 , 1x y x y

z z dz
    

| � , где  x ydz z x z yc c ' � ' , тогда  
Приближенное значение функции: 
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Вариант № 1. 
 

1. Найти и изобразить области определения функции ; найти и 

изобразить линии уровня этой функции, проходящую через точку (-3;2). 
Решение: 
найдем область определения каждого из слагаемых 

 
Часть плоскости вне параболы 

 
Найдем линии уровня 

 так как линия проходит через точку (-3;2) 

 

Следовательно,  или  

 
 
 

( )2lnz x y= +

2 0x y+ ³

( )2lnC x y= +

( )2ln 3 2

ln1 0
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( )2ln 0x y+ = 2 1x y+ =



2.Для функции  в точке  М (3;0;-5)  найти градиент и  

производную в направлении вектора   

Решение: 
1) Найдем частные производные и их значения в точке М 

 

 

 

тогда градиент функции имеет вид   

2) Находим единичный вектор, разделив каждую координату вектора на его 
длину: 

 

 

Следовательно,  

 
 

3. Существует ли предел ? 

Решение: 
Проведем замену  , тогда 

 

Результат зависит от коэффициента  k , следовательно, данного предела не 
существует. 
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4. Вычислить все частные производные второго порядка от функции  

 
Решение: 
Найдем частные производные первого порядка 

 

Найдем частные производные второго порядка 

 

 
 
5. Неявная функция z(x,y) в окрестности точки (1,2,-1) задана уравнением 

 Найти дифференциал функции z в точке (1,2). С помощью 

найденного выражения вычислить приближенно функцию z(0,9;2,2) 
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Решение: 
Зададим функцию  

Найдем частные производные 

 

Найдем значение производных при  

 

Тогда дифференциал имеет вид: 
 

 
Найдем приближенное значение функции z(0,9;2,2) для этого обозначим 

 

Приближенное значение функции вычислим по формуле: 
, где  , тогда  

Приближенное значение функции: 
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Вариант № 11. 
 

1. Найти и изобразить области определения функции ; найти и 
изобразить линии уровня этой функции, проходящую через точку  . 
Решение: 
найдем область определения  

 или  

Часть плоскости между веточками параболы 

 
Найдем линию уровня 

 так как линия проходит через точку  
 

Следовательно,   
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2.Для функции  в точке  М (1;-1;1)  найти градиент и  
производную в направлении вектора   

Решение: 
1) Найдем частные производные и их значения в точке М 

 

 

 

 

тогда градиент функции имеет вид   

2) Находим единичный вектор, разделив каждую координату вектора на его 
длину: 
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Следовательно, 

 
 

3. Существует ли предел ? 

Решение: 
Предел существует, так как не зависит от способа приближения 

 

 
4. Доказать, что функция   удовлетворяет 

уравнению   

Решение: 
Найдем частные производные первого порядка 

 

Найдем частные производные второго порядка 

 

Подставим найденные производные в уравнения , получаем 

 

доказано 
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5. Неявная функция z(x,y) в окрестности точки   задана 

уравнением  Найти дифференциал функции z в точке (-1,-1). 

С помощью найденного выражения вычислить приближенно функцию z(-0,9; 
-0,8) 
Решение: 
Зададим функцию  

Найдем частные производные 

 

Найдем значение производных при  

 

Тогда дифференциал имеет вид: 
 

 
Найдем приближенное значение функции z(-0,9;-0,8) для этого обозначим 

 

Приближенное значение функции вычислим по формуле: 
, где  , тогда  

Приближенное значение функции: 
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