
• Вопрос 1: Дат󰑭 определение линейного (векторного) пространства.

Ответ: Мно󰑨ество L элементов x, y, z, . . . л󰑧бой природы на󰑬ыва󰑧т линейным пространством, если выполнены три услови󰑱:
1) 󰑬адано сло󰑨ение элементов L, т.е. 󰑬акон, по которому л󰑧бым элементам x, y ∈ L ставитс󰑱 в соответствие элемент z ∈ L,
на󰑬ываемый суммой элементов x и y и обо󰑬начаемый z = x+ y; 2) 󰑬адано умно󰑨ение элемента на число, т.е. 󰑬акон, по которому
л󰑧бому элементу x ∈ L и л󰑧бому числу λ ∈ R ставитс󰑱 в соответствие элемент z ∈ L, на󰑬ываемый прои󰑬ведением элемента x на
(действител󰑭ное) число и обо󰑬начаемый z = λx; 3) ука󰑬анные 󰑬аконы (линейные операции) подчин󰑱󰑧тс󰑱 следу󰑧щим аксиомам
линейного пространства: а) x+ y = y + x; б) (x+ y) + z = x+ (y + z); в) 0 ∈ L, что x+ 0 = x дл󰑱 л󰑧бого x ∈ L; г) (x) ∈ L, что
x+ (x) = 0; д) 1∆x = x; е) λ(x) = (λ)x; 󰑨) (λ+)x = λx+ x; 󰑬) ∈ λ(x+ y) = λx+ λy.

• Вопрос 2: Дат󰑭 определение линейно 󰑬ависимой и линейно не󰑬ависимой системы векторов.

Ответ: Систему векторов x1, x2, ..., xk в линейном пространстве L на󰑬ыва󰑧т линейно 󰑬ависимой, если существует нетривиал󰑭на󰑱
линейна󰑱 комбинаци󰑱 этих векторов, равна󰑱 нулевому вектору. Если 󰑨е линейна󰑱 комбинаци󰑱 этих векторов равна нулевому
вектору тол󰑭ко лиш󰑭 в случае, когда она тривиал󰑭на, систему векторов на󰑬ыва󰑧т линейно не󰑬ависимой.

• Вопрос 3: Дат󰑭 определение ба󰑬иса и ра󰑬мерности линейного пространства.

Ответ: Ба󰑬исом линейного пространства L на󰑬ыва󰑧т л󰑧бу󰑧 упор󰑱доченну󰑧 систему векторов, дл󰑱 которой выполнены два
услови󰑱: 1) эта система векторов линейно не󰑬ависима; 2) ка󰑨дый вектор в линейном пространстве мо󰑨ет быт󰑭 представлен в
виде линейной комбинации векторов этой системы. Максимал󰑭ное количество линейно не󰑬ависимых векторов в данном линейном
пространстве на󰑬ыва󰑧т ра󰑬мерност󰑭󰑧 линейного пространства.

• Вопрос 4: Дат󰑭 определение матрицы перехода от одного ба󰑬иса к другому.

Ответ: i-й столбец матрицы перехода ест󰑭 столбец координат i-го вектора нового ба󰑬иса в старом. Поэтому говор󰑱т, что матрица
перехода состоит и󰑬 координат векторов нового ба󰑬иса в старом, 󰑬аписанных по столбцам.

• Вопрос: 5: 󰑪аписат󰑭 формулу преобра󰑬овани󰑱 координат вектора при переходе от одного ба󰑬иса линейного пространства к
другому.

Ответ: Чтобы получит󰑭 координаты вектора в старом ба󰑬исе, необходимо столбец координат этого вектора в новом ба󰑬исе
умно󰑨ит󰑭 слева на матрицу перехода и󰑬 старого ба󰑬иса в новый. x = Ux, где. U 󰯹 матрица перехода.

• Вопрос: 6: Дат󰑭 определение подпространства линейного пространства и линейной оболочки системы векторов.

Ответ: Подмно󰑨ество H линейного пространства L на󰑬ыва󰑧т линейным подпространством, если выполнены следу󰑧щие два
услови󰑱: 1) сумма л󰑧бых двух векторов и󰑬 H принадле󰑨ит H: x, y ∈ H → x + y ∈ H; 2) прои󰑬ведение л󰑧бого вектора и󰑬 H на
л󰑧бое действител󰑭ное число снова принадле󰑨ит H: x ∈ H, λ ∈ R → λx ∈ H.

• Вопрос: 7: Дат󰑭 определение скал󰑱рного прои󰑬ведени󰑱 и евклидова пространства.

Ответ: Линейное пространство E на󰑬ыва󰑧т евклидовым пространством, если в этом пространстве 󰑬адано скал󰑱рное умно󰑨ение,
т.е. 󰑬акон или правило, согласно которому ка󰑨дой паре векторов x, y ∈ E поставлено в соответствие действител󰑭ное число (x,
y), на󰑬ываемое скал󰑱рным прои󰑬ведением. При этом выполн󰑱󰑧тс󰑱 следу󰑧щие аксиомы скал󰑱рного умно󰑨ени󰑱: а) (x, y) = (y, x);
б) (x+ y, z) = (x, z) + (y, z); в) (λx, y) = λ(x, y),λ ∈ R; г) (x, x) > 0, причем (x, x) = 0 лиш󰑭 в случае, когда x = 0.

• Вопрос: 8: 󰑪аписат󰑭 неравенство Коши 󰯹 Бун󰑱ковского и неравенство треугол󰑭ника.

Ответ: Дл󰑱 л󰑧бых векторов x, y евклидова пространства E справедливо неравенство Коши 󰯹 Бун󰑱ковского (x, y)2 ≤ (x, x)(y, y).
Неравенство треугол󰑭ника: ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||.

• Вопрос: 9: Дат󰑭 определение ортогонал󰑭ной системы векторов и ортонормированного ба󰑬иса евклидова пространства.

Ответ: Два вектора в евклидовом пространстве на󰑬ыва󰑧т ортогонал󰑭ными, если их скал󰑱рное прои󰑬ведение равно нул󰑧. Си-
стему векторов евклидова пространства на󰑬ыва󰑧т ортогонал󰑭ной, если л󰑧бые два вектора и󰑬 этой системы ортогонал󰑭ны.

• Вопрос: 10: Сформулироват󰑭 теорему о св󰑱󰑬и линейной 󰑬ависимости и ортогонал󰑭ности системы векторов.

Ответ: Теорема о св󰑱󰑬и линейной 󰑬ависимости и ортогонал󰑭ности системы векторов утвер󰑨дает, что векторы в линейно не󰑬ави-
симой системе 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 ортогонал󰑭ными, если и тол󰑭ко если эта система состоит и󰑬 двух векторов в евклидовом пространстве.

• Вопрос: 11: Дат󰑭 определение линейного оператора и матрицы линейного оператора.

Ответ: Отобра󰑨ение A : L → L и󰑬 линейного пространства L в линейное пространство L на󰑬ыва󰑧т линейным отобра󰑨ением
или линейным оператором, если выполнены следу󰑧щие услови󰑱: а) A(x + y) = A(x) + A(y) дл󰑱 л󰑧бых векторов x, y ∈ L; б)
A(λx) = λA(x) дл󰑱 л󰑧бого вектора x ∈ L и л󰑧бого числа λ ∈ R.

• Вопрос: 12: 󰑪аписат󰑭 формулу преобра󰑬овани󰑱 матрицы линейного оператора при переходе к новому ба󰑬ису.

Ответ: Матрицы Ab и Ae линейного оператора A : L ⇒ L, 󰑬аписанные в ба󰑬исах b и e линейного пространства L, св󰑱󰑬аны друг
с другом соотношением: Ae = U−1AbU , где U = Ub→e 󰯹 матрица перехода от ба󰑬иса b к ба󰑬ису e.

• Вопрос: 13: Дат󰑭 определение характеристического уравнени󰑱, собственного числа и собственного вектора линейного оператора.

Ответ: Многочлен ξA(λ) = det(AλE) на󰑬ыва󰑧т характеристическим многочленом матрицы A, а уравнение ξA(λ) = A 󰯹 ха-
рактеристическим уравнением матрицы A. Ненулевой вектор x в линейном пространстве L на󰑬ыва󰑧т собственным вектором
линейного оператора A : L → L, если дл󰑱 некоторого действител󰑭ного числа λ выполн󰑱етс󰑱 соотношение Ax = λx. При этом
число λ на󰑬ыва󰑧т собственным 󰑬начением (собственным числом) линейного оператора A.



• Вопрос: 14: Сформулироват󰑭 теорему о собственных векторах самосопр󰑱󰑨ённого оператора, отвеча󰑧щих ра󰑬ным собственным
󰑬начени󰑱м.

Ответ: Собственные векторы самосопр󰑱󰑨енного оператора, отвеча󰑧щие ра󰑬личным собственным 󰑬начени󰑱м, ортогонал󰑭ны.

• Вопрос: 15: Дат󰑭 определение самосопр󰑱󰑨ённого линейного оператора на евклидовом пространстве и сформулироват󰑭 теорему
о виде матрицы самосопр󰑱󰑨ённого оператора в ортонормированном ба󰑬исе.

Ответ: Линейный оператор самосопр󰑱󰑨енный в евклидовом пространстве, если дл󰑱 л󰑧бых векторов x и y верно равенство
(Ax, y) = (x,Ay).

• Вопрос: 16: Сформулироват󰑭 теорему о корн󰑱х характеристического уравнени󰑱 самосопр󰑱󰑨ённого оператора.

Ответ: Все корни характеристического уравнени󰑱 самосопр󰑱󰑨енного оператора действител󰑭ны.

• Вопрос: 17: Сформулироват󰑭 теорему о существовании ортонормированного ба󰑬иса, в котором матрица 󰑬аданного самосопр󰑱-
󰑨енного оператора имеет простой вид.

Ответ: Теорема о существовании ортонормированного ба󰑬иса дл󰑱 самосопр󰑱󰑨енного оператора гласит, что дл󰑱 л󰑧бого самосо-
пр󰑱󰑨енного оператора A в конечномерном евклидовом пространстве существует ортонормированный ба󰑬ис, в котором матрица
оператора A имеет диагонал󰑭ный вид, где на главной диагонали сто󰑱т собственные 󰑬начени󰑱 оператора. Более того, этот ба󰑬ис
мо󰑨ет быт󰑭 выбран таким, чтобы в нём ка󰑨дому собственному 󰑬начени󰑧 соответствовал один собственный вектор.

• Вопрос: 18: Дат󰑭 определение ортогонал󰑭ного линейного оператора и ортогонал󰑭ной матрицы.

Ответ: Ортогонал󰑭ный линейный оператор 󰯹 это линейный оператор на евклидовом пространстве, который сохран󰑱ет длины
векторов и углы ме󰑨ду ними (〈Au,Av〉 = 〈u, v〉).
Ортогонал󰑭на󰑱 матрица 󰯹 это квадратна󰑱 матрица A, у которой столбцы (или строки) обра󰑬у󰑧т ортонормированный ба󰑬ис в
евклидовом пространстве Rn (ATA = AAT = I), где I 󰯹 единична󰑱 матрица.

• Вопрос: 19: Дат󰑭 определение квадратичной формы, матрицы и канонического вида квадратичной формы.

Ответ: Квадратична󰑱 форма 󰯹 это функци󰑱 вида Q(x), котора󰑱 ставит в соответствие ка󰑨дому вектору x и󰑬 линейного про-
странства V действител󰑭ное число, определенное формулой Q(x) = xTAx, где A 󰯹 симметрична󰑱 матрица. Матрица квадратич-
ной формы A представл󰑱ет собой матрицу коэффициентов при квадратичных членах в выра󰑨ении Q(x) = xTAx. Канонический
вид квадратичной формы 󰯹 это её представление в виде суммы квадратов переменных с некоторыми коэффициентами, выра-
󰑨енными чере󰑬 единицы, нули и -1.

• Вопрос: 20: 󰑪аписат󰑭 формулу преобра󰑬овани󰑱 матрицы квадратичной формы при переходе к новому ба󰑬ису.

Ответ: A = UTAU

• Вопрос: 21: Дат󰑭 определение поло󰑨ител󰑭но определённой, отрицател󰑭но определённой и неопределённой квадратичной фор-
мы.

Ответ: Квадратична󰑱 форма Q(x1, x2, . . . , xn) на󰑬ываетс󰑱:

поло󰑨ител󰑭но определенной, если Q(x1, x2, . . . , xn) > 0 дл󰑱 л󰑧бых ненулевых 󰑬начений x1, x2, . . . , xn;
отрицател󰑭но определенной, если Q(x1, x2, . . . , xn) < 0 дл󰑱 л󰑧бых ненулевых 󰑬начений x1, x2, . . . , xn;
неопределенной, если она не 󰑱вл󰑱етс󰑱 ни поло󰑨ител󰑭но определенной, ни отрицател󰑭но определенной. То ест󰑭, существу󰑧т такие
ненулевые 󰑬начени󰑱 x1, x2, . . . , xn, при которых Q(x1, x2, . . . , xn) > 0 и такие, при которых Q(x1, x2, . . . , xn) < 0.

• Вопрос: 22: Сформулироват󰑭 критерий Сил󰑭вестра поло󰑨ител󰑭ной определённости квадратичной формы и его следстви󰑱 дл󰑱
отрицател󰑭но определённых и неопределённых форм.

Ответ: Критерий Сил󰑭вестра - это метод проверки на поло󰑨ител󰑭ну󰑧 определённост󰑭 квадратичной формы, 󰑬аданной матрицей
A. Дл󰑱 этого провер󰑱󰑧тс󰑱 󰑬наки определителей подматриц матрицы A:

Если все определители бол󰑭ше нул󰑱, то квадратична󰑱 форма 󰑱вл󰑱етс󰑱 поло󰑨ител󰑭но определённой. Если 󰑬наки определителей
череду󰑧тс󰑱, начина󰑱 с отрицател󰑭ного, то квадратична󰑱 форма 󰑱вл󰑱етс󰑱 отрицател󰑭но определённой. Если ни одно и󰑬 первых
двух условий не выполн󰑱етс󰑱, но ест󰑭 хот󰑱 бы один ненулевой определител󰑭, то квадратична󰑱 форма не 󰑱вл󰑱етс󰑱 ни поло󰑨и-
тел󰑭но определённой, ни отрицател󰑭но определённой - она неопределённа󰑱. Следстви󰑱 критери󰑱 Сил󰑭вестра:

Если все главные миноры матрицы A ненулевые и чётного пор󰑱дка, то квадратична󰑱 форма 󰑱вл󰑱етс󰑱 поло󰑨ител󰑭но определён-
ной. Если все главные миноры матрицы A ненулевые, но чётност󰑭 пор󰑱дка матрицы и число отрицател󰑭ных главных миноров не
совпада󰑧т, то квадратична󰑱 форма 󰑱вл󰑱етс󰑱 отрицател󰑭но определённой. Если хот󰑱 бы один главный минор матрицы A равен
нул󰑧, то квадратична󰑱 форма не мо󰑨ет быт󰑭 поло󰑨ител󰑭но или отрицател󰑭но определённой, и мо󰑨ет быт󰑭 тол󰑭ко неопреде-
лённой.

• Вопрос: 23: Сформулироват󰑭 󰑬акон инерции квадратичных форм.

Ответ: 󰑪акон инерции квадратичных форм утвер󰑨дает, что дл󰑱 л󰑧бых двух канонических форм, полученных и󰑬 одной и
той 󰑨е квадратичной формы, число поло󰑨ител󰑭ных элементов, число отрицател󰑭ных элементов и число нулевых элементов
не 󰑬авис󰑱т от выбора канонических форм и одинаковы дл󰑱 всех канонических форм. Эти числа на󰑬ыва󰑧тс󰑱, соответственно,
поло󰑨ител󰑭ным, отрицател󰑭ным и нулевым индексами инерции квадратичной формы.


