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Введение 
Здесь разобрана теория к РК 1 по линейной алгебре. Основной источник 

информации - http://fn.bmstu.ru/educational-work-fs-12/70-lections/240-lin-al-

fmp , конспекты лекций, интернет. 
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Теория 

1. Сформулировать определение дифференциала n-го порядка скалярной функции 

нескольких переменных (скалярной ФНП или СФНП). Выписать дифференциал 

второго порядка и матрицу Гесса для скалярной функции двух переменных.+++ 

Дифференциал k-го порядка 

Дифференциал n-го порядка — это дифференциал 1-го порядка от 

дифференциала (n-1)-го порядка функции f: 

𝑑𝑘𝑓(𝑥) = 𝑑(𝑑𝑘−1𝑓(𝑥)) 

Дифференциал второго порядка для функции двух переменных 

 

Матрица Гессе 

 

Тогда для 2-го порядка 

𝑓′′(𝑥) =

(

 
 

𝜕2𝑓1(𝑥)

𝜕𝑥1
2

𝜕2𝑓1(𝑥)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
𝜕2𝑓2(𝑥)

𝜕𝑥2𝜕𝑥1

𝜕2𝑓2(𝑥)

𝜕𝑥2
2
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2. Сформулировать определение условного экстремума скалярной ФНП. 

Сформулировать и доказать теорему о необходимом условии существования 

условного экстремума функции 2-х переменных f(x, y) при условии связи φ(x, 

y)=0.+++ 

Условный экстремум 

 

 

Теорема о необходимом условии 

 

Доказательство 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3. Сформулировать определения: скалярной функции нескольких переменных 

(СФНП), линии и поверхности уровня СФНП, предела и непрерывности СФНП в 

точке.+++ 

Функция нескольких переменных (ФНП) 

 

Поверхность уровня и линия уровня 

 

 

Предел ФНП 

 

Непрерывная в точке 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4. Сформулировать и доказать теорему о производной сложной (скалярной) 

ФНП.+++ 

Формулировка 

Если функция нескольких переменных y=f(x): En->Em дифференцируема в (.), 

а функция z=g(y): Em->Ek дифференцируема в точке f(x), то сложная функция 

z=g(f): En->Ek дифференцируема в точке x. 

Доказательство 

 Пусть функция y=f(x); z=g(y). Тогда по условию теоремы эти функции 

являются дифференцируемыми и, следовательно, по определеию 

дифференцируемости функции их полные приращения будут иметь 

следующий вид: Δy=f’(x)Δx+α|Δx|, где α->0 при Δx->0. Δz=g’(y)Δy+β|Δy|, где β-

>0, при Δy->0. Тогда в Δz выражение для Δ: получаем Δz=y’(y)*(f’(x)* 

*Δx+α|x|)+β|f’(x)Δx+α|x||=g’(y)f’(x) Δx+j (*), где j=y’(y|α|Δx|+ β|f’(x)Δx+α|x||. 

j->0 при Δx->0 

Тогда (*) есть определение дифференцируемости функции z=g(f(x)). 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



5. Сформулировать теорему о формуле Тейлора для скалярной ФНП. Формула 

Маклорена.+++ 

Тейлор и Маклорен 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



6. Сформулировать определение локального экстремума скалярной ФНП. 

Сформулировать и доказать теорему о необходимом условии существования 

локального экстремума.+++ 

Экстремум 

 

Теорема о необходимом условии 

 

Доказательство 

 

 

 

 

 

 

 

 



7. Сформулировать определение локального экстремума скалярной ФНП. 

Сформулировать достаточное условие существования строгого локального 

экстремума для скалярной ФНП.+++ 

Экстремум 

 

Достаточные условия 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



8. Сформулировать теорему о дифференцируемости сложной (скалярной) ФНП. 

Сформулировать и доказать свойство инвариантности формы первого 

дифференциала.+++ 

Формулировка теоремы о диффиренцируемости 

 

Инвариантность 

 

Следствие для ознакомления (встречается в доказательстве) 

 



9. Сформулировать определение условного экстремума скалярной ФНП. 

Сформулировать необходимое и достаточное условие существования условного 

экстремума функции f(x1, …, xn, y1, … , ym) при m условиях связи φ1(x1, … , xn, y1, … , 

ym)=0, … , φ1(x1, … , xn, y1, … , ym)=0, где m<n.+++ 

Условный экстремум 

 

 

Необходимые условия 

 

Достаточные условия 

 



10. Сформулировать определения касательной плоскости и нормали к поверхности. 

Выписать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности, в случаях, 

когда она задана уравнением z=f(x, y) и уравнением F(x, y, z)=0. Пояснить 

геометрический смысл дифференциала функции f(x, y).+++ 

Определения 

 

Для z=f(x, y) в точке M(a, b) 

Касательная плоскость 

 

Нормаль 

Уравнения для F(x,y,z)=0 

 

Пояснение геометрического смысла дифференциала f(x, y) 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



11. Сформулировать определение: дифференцируемости векторной ФНП, матрицы 

Якоби, якобиана.+++ 

Дифференцируемость ВФНП 

 

Матрица Якоби 

 

Якобиан 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



12. Сформулировать теорему о существовании дифференцируемой неявно заданной 

ФНП. Вывести формулу вычисления частных производных неявно заданной 

функции.+++ 

Теорема о существовании и дифференцируемости (возможно только 1-ая 

теорема) 

 

 

 

Вывод формулы 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



13. Сформулировать определение полного дифференциала скалярной ФНП. 

Сформулировать свойства инвариантности формы первого дифференциала.+++ 

Полный дифференциал 

 

Инвариантность 

 

 

 

 



14. Сформулировать определения и свойства градиента скалярной ФНП. Вывести 

формулу вычисления производной по направлению.+++ 

Градиент (определение и формула для вычисления) 

 

Свойства градиента 

 

 

 

Формула вычисления производной по направлению 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



15. Сформулировать определение неявно заданной ФНП. Сформулировать теорему 

о существовании дифференцируемой неявно заданной ФНП.+++ 

Неявные ФНП 

 

Теорема о существовании и дифференцируемости (возможно только 1-ая 

теорема) 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



16. Сформулировать определение дифференциала k-го порядка скалярной ФНП. 

Вывести формулу вычисления дифференциала 2-го порядка для функции n 

переменных.+++ 

Дифференциал k-го порядка 

Дифференциал n-го порядка — это дифференциал 1-го порядка от 

дифференциала (n-1)-го порядка функции f: 

𝑑𝑘𝑓(𝑥) = 𝑑(𝑑𝑘−1𝑓(𝑥)) 

Вывод формулы 

 

 

 

 

 

 



17. Сформулировать определение частных производных высшего порядка 

скалярной ФНП. Сформулировать теорему о независимости смешанных частных 

производных от порядка дифференцирования.+++ 

Определение частных производных высших порядков 

 

Теорема 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



18. Сформулировать определение дифференцируемости ФНП в точке. 

Сформулировать и доказать теорему о необходимом условии дифференцируемости 

скалярной ФНП в точке.+++ 

Дифференцируемость ФНП 

 

Теорема 

 

Доказательство 

 

 

 

 

 



19. Сформулировать определение дифференцируемости скалярной ФНП. 

Сформулировать теорему о достаточном условии дифференцируемости скалярной 

ФНП.+++ 

Дифференцируемость ФНП 

 

Теорема 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



20. Сформулировать определение производной по направлению скалярной ФНП. 

Вывести формулу для вычисления производной по направлению.+++ 

Определение производной по направлению 

 

Вывод формулы 

 

 

 

 



Теоремы с доказательством 

Сформулировать и доказать теорему о необходимом условии существования 

условного экстремума функции 2-х переменных f(x, y) при условии связи φ(x, 

y)=0.+++ 

Теорема о необходимом условии 

 

Доказательство 

 

 

 

 



Сформулировать и доказать теорему о производной сложной (скалярной) ФНП.+++ 

Формулировка 

 

Доказательство 

  

  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Сформулировать и доказать теорему о необходимом условии существования 

локального экстремума.+++ 

Теорема о необходимом условии 

 

Доказательство 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Сформулировать и доказать свойство инвариантности формы первого 

дифференциала.+++ 

Инвариантность 

 

Следствие для ознакомления (встречается в доказательстве) 

 

 

 

 

 

 

 



Вывести формулу вычисления частных производных неявно заданной функции.+++ 

Вывод формулы 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Вывести формулу вычисления производной по направлению.+++ 

Формула вычисления производной по направлению 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Вывести формулу вычисления дифференциала 2-го порядка для функции n 

переменных.+++ 

Вывод формулы 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Практика 

Номер 1+++ 

Разобран в теории (чисто теория) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Номер 2+++ 

Разобран в теории (чисто теория) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Номер 3+++ 

Исследуйте на экстремум функцию z=… 

1) Найдите стационарные точки. Для этого составьте систему уравнений 

вида: 

{
𝑧′𝑥 = ⋯

𝑧′𝑦 = ⋯
 

2) Проверьте в точках достаточное условие. Для этого найдите 

𝑑2𝑧 = 𝑧𝑥𝑥
′′ (𝑑𝑥)2 + 2𝑧𝑥𝑦

′′ 𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑧𝑦𝑦
′′ (𝑑𝑦)2 

Далее составьте матрицу: 

(
𝑧𝑥𝑥
′′ 𝑧𝑥𝑦

′′

𝑧𝑥𝑦
′′ 𝑧𝑦𝑦

′′ ) 

Перепишите эту матрицу для каждой стационарной точки и примените 

критерий Сильвестра. 

Критерий Сильвестра 

 

В данной ситуации он выглядит так: 

𝑧𝑥𝑥
′′ > 0 и |

𝑧𝑥𝑥
′′ 𝑧𝑥𝑦

′′

𝑧𝑥𝑦
′′ 𝑧𝑦𝑦

′′ |

> 0 − знакопостоянен, положительно определён, точка минимума 

𝑧𝑥𝑥
′′ < 0 и |

𝑧𝑥𝑥
′′ 𝑧𝑥𝑦

′′

𝑧𝑥𝑦
′′ 𝑧𝑦𝑦

′′ |

> 0 − знакопостоянен отрицательно определён, точка максимума 

𝑧𝑥𝑥
′′ > 0 и |

𝑧𝑥𝑥
′′ 𝑧𝑥𝑦

′′

𝑧𝑥𝑦
′′ 𝑧𝑦𝑦

′′ | < 0 − знакопеременен, не экстремум 

𝑧𝑥𝑥
′′ < 0 и |

𝑧𝑥𝑥
′′ 𝑧𝑥𝑦

′′

𝑧𝑥𝑦
′′ 𝑧𝑦𝑦

′′ | < 0 − знакопеременен, не экстремум 

Всё. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Номер 4+++ 

Исследуйте на экстремум функцию z=… при условии …=… 

1) Найдите стационарные точки. Для этого составьте систему уравнений 

вида: 

𝐿(𝑥, 𝑦, 𝜆) = 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝜆 ∗ 𝜑(𝑥, 𝑦), где 𝜑(𝑥, 𝑦) = 0 − условие. 

Далее получим следующую систему: 

{
  
 

  
 

𝜕𝐿

𝜕𝑥
= ⋯

𝜕𝐿

𝜕𝑦
= ⋯

𝜕𝐿

𝜕𝜆
= ⋯− это должно быть равно условию!

 

При решении системы выражаем x и y через λ, затем находим несколько 

значений λ и подставив из в x и y находим искомые точки. 

2) Проверьте в точках достаточное условие. Для этого найдите 

𝑑2𝑧 = 𝑧𝑥𝑥
′′ (𝑑𝑥)2 + 2𝑧𝑥𝑦

′′ 𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑧𝑦𝑦
′′ (𝑑𝑦)2 

Далее составьте матрицу: 

(
𝑧𝑥𝑥
′′ 𝑧𝑥𝑦

′′

𝑧𝑥𝑦
′′ 𝑧𝑦𝑦

′′ ) 

Перепишите эту матрицу для каждой стационарной точки и примените 

критерий Сильвестра. 

Критерий Сильвестра 

 

В данной ситуации он выглядит так: 

𝑧𝑥𝑥
′′ > 0 и |

𝑧𝑥𝑥
′′ 𝑧𝑥𝑦

′′

𝑧𝑥𝑦
′′ 𝑧𝑦𝑦

′′ |

> 0 − знакопостоянен, положительно определён, точка минимума 

𝑧𝑥𝑥
′′ < 0 и |

𝑧𝑥𝑥
′′ 𝑧𝑥𝑦

′′

𝑧𝑥𝑦
′′ 𝑧𝑦𝑦

′′ |

> 0 − знакопостоянен отрицательно определён, точка максимума 

𝑧𝑥𝑥
′′ > 0 и |

𝑧𝑥𝑥
′′ 𝑧𝑥𝑦

′′

𝑧𝑥𝑦
′′ 𝑧𝑦𝑦

′′ | < 0 − знакопеременен, не экстремум 

𝑧𝑥𝑥
′′ < 0 и |

𝑧𝑥𝑥
′′ 𝑧𝑥𝑦

′′

𝑧𝑥𝑦
′′ 𝑧𝑦𝑦

′′ | < 0 − знакопеременен, не экстремум 



Всё. 

 


