
KAFEDRA «mATEMATI^ESKOE MODELIROWANIE»

PROF. p. l. iWANKOW

iNTEGRALY I DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ

KONSPEKT LEKCIJ

DLQ STUDENTOW 1-GO KURSA 2-GO SEMESTRA

SPECIALXNOSTEJ rl1,2,3,6, bmt1,2

lEKCIQ 1

pERWOOBRAZNAQ I EE SWOJSTWA. nEOPREDELENNYJ INTEGRAL, EGO SWOJ-
STWA, SWQZX S DIFFERENCIALOM. tABLICA OSNOWNYH NEOPREDELENNYH
INTEGRALOW.

w DIFFERENCIALXNOM IS^ISLENII RASSMATRIWALISX METODY WY^ISLENIQ PROIZWODNOJ

ZADANNOJ FUNKCII. tEPERX MY ZAJMEMSQ OBRATNOJ ZADA^EJ:PO DANNOJ FUNKCII f(x) TRE-
BUETSQ NAJTI TAKU@ FUNKCI@, DLQ KOTOROJ f(x) BYLA BY PROIZWODNOJ.
pUSTX FUNKCII f(x) I F (x) ZADANY NA ODNOM I TOM VE PROMEVUTKE I.fUNKCIQ F (x)

NAZYWAETSQ PERWOOBRAZNOJ DLQ f(x) NA \TOM PROMEVUTKE,ESLI DLQ L@BOGO x 2 I SU]ESTWUET
PROIZWODNAQ F 0(x), RAWNAQ f(x).dLQ GRANI^NOJ TO^KI (ESLI ONA PRINADLEVIT I POD F 0(x)
PONIMAETSQ SOOTWETSTWU@]AQ ODNOSTORONNQQ PROIZWODNAQ.

pRIMER. fUNKCIQ F (x) = x3 QWLQETSQ PERWOOBRAZNOJ DLQ f(x) = 3x2 NA PROMEVUTKE

�1 < x < 1 FUNKCIQ F (x) = arcsin x QWLQETSQ PERWOOBRAZNOJ DLQ f(x) =
1p

1� x2
NA

PROMEVUTKE �1 < x < 1; FUNKCIQ F (x) =
2

3
x

3
2 QWLQETSQ PERWOOBRAZNOJ DLQ f(x) =

p
x

PROMEVUTKE[0; +1).

eSLI F (x) — KAKAQ-LIBO PERWOOBRAZNAQ DLQ f(x), TO F (x) + C, GDE C — POSTOQNNAQ,
TAKVE BUDET PERWOOBRAZNOJ \TOJ FUNKCII (T.K. F 0(x) = (F (x) + C)0).
dALEE, ESLI F (x) I G(x) — PERWOOBRAZNYE FUNKCII f(x), TO (F (x) � G(x))0 = F 0(x) �

G0(x) = f(x) � f(x) ⌘ 0. pO\TOMU W SILU IZWESTNOGO USLOWIQ POSTOQNSTWA FUNKCII NA
PROMEVUTKE RAZNOSTX F (x) � G(x) QWLQETSQ KONSTANTOJ, T.E. F (x) � G(x) = C. tAKIM

OBRAZOM, WSQ SOWOKUPNOSTX PERWOOBRAZNYH FUNKCII f(x) OPISYWAETSQ WYRAVENIEM F (x) +
C, GDE F (x) — KAKAQ-LIBO FIKSIROWANNAQ PERWOOBRAZNAQ, A C — PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ.
sOWOKUPNOSTX WSEH PERWOOBRAZNYH FUNKCII f(x) (NA NEKOTOROM PROMEVUTKE) NAZYWAETSQ
NEOPREDELENNYM INTEGRALOM I OBOZNA^AETSQ

Z
f(x)dx;

PRI \TOM SIMWOL

Z
NAZYWAETSQ INTEGRALOM; f(x) NAZYWAETSQ PODYNTEGRALXNOJ FUNKCIEJ;

f(x)dx — PODYNTEGRALXNYM WYRAVENIEM; x -PEREMENNOJ INTEGRIROWANIQ. iZ WY[ESKA-
ZANNOGO SLEDUET, ^TO ESLI F (x) — NEKOTORAQ PERWOOBRAZNAQ FUNKCII f(x) , TO

Z
f(x)dx = F (x) + C ,
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GDE C — PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ. wOSSTANOWLENIE FUNKCII PO EE PROIZWODNOJ (ILI, ^TO
TOVE SAMOE, OTYSKANIE SOOTWETSTWU@]EGO NEOPREDELENNOGO INTEGRALA) NAZYWAETSQ INTE-
GRIROWANIEM \TOJ FUNKCII. iNTEGRIROWANIE PREDSTAWLQET SOBOJ OPERACI@, OBRATNU@ PO
OTNO[ENI@ K OPERACII DIFFERENCIROWANIQ.
dLQ TOGO, ^TOBY PROWERITX, PRAWILXNO LI WYPOLNENO INTEGRIROWANIE, DOSTATO^NO PRO-
DIFFERENCIROWATX REZULXTAT I POLU^ITX PRI \TOM PODYNTEGRALXNU@ FUNKCI@.

pRIMER. pROWERIM, ^TO PRI a 6= 0
Z

dx

x2 + a2
=

1

a
arctg

x

a
+ C.

iMEEM

✓
1

a
arctg

x

a

◆0

=
1

a
· 1

1 + x2

a2

· 1

a
=

1

x2 + a2
.

wPOSLEDSTWII BUDET DOKAZANO, ^TO WSQKAQ FUNKCIQ, NEPRERYWNAQ NA NEKOTOROM PROMEVUTKE,
IMEET NA \TOM PROMEVUTKE PERWOOBRAZNU@. wS@DU W DALXNEJ[EM BUDEM S^ITATX, ^TO FUNK-
CII, STOQ]IE POD ZNAKOM INTEGRALA,NEPRERYWNY; ESLI VE PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ IMEET
TO^KI RAZRYWA, TO BUDEM RASSMATRIWATX \TU FUNKCI@ LI[X NA TEH PROMEVUTKAH, NA KO-
TORYH ONA NEPRERYWNA.
pO\TOMU WSE PERWOOBRAZNYE, O KOTORYH BUDET IDTI RE^X, SU]ESTWU@T, I MY NE BUDEM \TO
KAVDYJ RAZ OSOBO OGOWARIWATX.

pRIMER. pUSTX FUNKCIQ f(x) DIFFERENCIRUEMA NA PROMEVUTKE I . tOGDA, KAK IZ-
WESTNO IZ KURSA DIFFERENCIALXNOGO IS^ISLENIQ, NA L@BOM PROMEVUTKE I1 ⇢ I , NE SODER-
VA]EM NULEJ RASSMATRIWAEMOJ FUNKCII, WYPOLNQETSQ RAWENSTWO

(ln |f(x)|)0 =
f 0(x)

f(x)
.

pO\TOMU

Z
f 0(x)

f(x)
dx = ln |f(x)| + C;

W ^ASTNOSTI,

Z
dx

x
= ln |x| + C,

PRI^EM PRIMENQTX POSLEDN@@ FORMULU MOVNO NA L@BOM PROMEVUTKE, NE SODERVA]EM NULQ.
rASSMOTRIM OSNOWNYE SWOJSTWA NEOPREDELENNOGO INTEGRALA, NEPOSREDSTWENNO WYTEKA@]IE
IZ SOOTWETSTWU@]EGO OPREDELENIQ.
1. pROIZWODNAQ NEOPREDELENNOGO INTEGRALA RAWNA PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII; DIFFEREN-
CIAL NEOPREDELENNOGO INTEGRALA RAWEN PODYNTEGRALXNOMU WYRAVENI@:

✓Z
f(x)dx

◆0

= f(x); d

Z
f(x)dx = f(x)dx.

2. nEOPREDELENNYJ INTEGRAL OT DIFFERENCIALA NEKOTOROJ FUNKCII RAWEN SUMME \TOJ

FUNKCII I PROIZWOLXNOJ POSTOQNNOJ:
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Z
F (x) = F (x) + C.

3. pOSTOQNNYJ MNOVITELX, OTLI^NYJ OT NULQ, MOVNO WYNESTI ZA ZNAK NEOPREDELENNOGO
INTEGRALA, T.E.

Z
↵f(x)dx = ↵

Z
f(x)dx, ↵ 6= 0.

w SAMOM DELE, PUSTX

Z
f(x)dx = F (x) + C;

TOGDA ↵F (x) -ODNA IZ PERWOOBRAZNYH FUNKCII ↵f(x), I

Z
↵f(x)dx = ↵F (x) + C.

pO\TOMU DOKAZYWAEMOE RAWENSTWO PRINIMAET WID:

↵F (x) + C = ↵ (F (x) + C) .

tAKOE RAWENSTWO (PONIMAEMOE KAK RAWENSTWO DWUH MNOVESTW FUNKCIJ) SPRAWEDLIWO, T.K.
ESLI C PROBEGAET MNOVESTWO WSEH WE]ESTWENNYH ^ISEL, TO I ↵C PRI ↵ 6= 0 TAKVE PROBEGAET
\TO MNOVESTWO.

4. nEOPREDELENNYJ INTEGRAL OT SUMMY DWUH ( ILI BOLX[EGO ^ISLA ) FUNKCIJ RAWEN
SUMME NEOPREDELENNYH INTEGRALOW OT SLAGAEMYH:

Z
(f1(x) + f2(x))dx =

Z
f1(x)dx +

Z
f2(x)dx.

eSLI F1(x) I F2(x) — PERWOOBRAZNYE SOOTWETSTWENNO FUNKCIJ f1(x) I f2(x) , TO F1(x) +
F2(x) ESTX PERWOOBRAZNAQ SUMMY f1(x) + f2(x) . pO\TOMU DOKAZYWAEMOE RAWENSTWO PRINI-
MAET WID

F1(x) + F2(x) + C = F1(x) + C1 + F2(x) + C2,

GDE C, C1, C2 NEZAWISIMO PROBEGA@T MNOVESTWO WE]ESTWENNYH ^ISEL; SAMO RAWENSTWO PONI-
MAETSQ KAK RAWENSTWO DWUH MNOVESTW FUNKCIJ. qSNO, ^TO SUMMU C1 + C2 W PRAWOJ ^ASTI

MOVNO ”ZAMENITX NA ODNU PROIZWOLXNU@ POSTOQNNU@”, I, SLEDOWATELXNO, DOKAZYWAEMOE RA-
WENSTWO SPRAWEDLIWO.
wY^ISLENIE NEOPREDELENNYH INTEGRALOW OSNOWANO NA PRIMENENII TABLICY OSNOWNYH IN-
TEGRALOW I PRAWIL INTEGRIROWANIQ.
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tABLICA INTEGRALOW

1.

Z
x↵dx =

x↵+1

↵ + 1
+ C, ↵ 6= �1; 2.

Z
dx

x
= ln |x| + C;

3.

Z
axdx =

ax

ln a
+ C, a > 0, a 6= 1;

Z
exdx = ex + C;

4.

Z
cos xdx = sin x + C;

5.

Z
sin x = � cos x + C;

6.

Z
dx

cos2 x
= tg x + C;

7.

Z
dx

sin2 x
= � ctg x + C;

8.

Z
dx

x2 + a2
=

1

a
arctg

x

a
+ C, a 6= 0;

9.

Z
dx

x2 � a2
=

1

2a
ln

����
x� a

x + a

���� + C, a 6= 0;

10.

Z
dxp

a2 � x2
= arcsin

x

a
+ C, a > 0;

11.

Z
dxp

x2 ± a2
= ln |x +

p
x2 ± a2| + C, a 6= 0.

pOLEZNO TAKVE POMNITX NEKOTORYE INTEGRALY, SODERVA]IE GIPERBOLI^ESKIE FUNKCII:

12.

Z
sh xdx = chx + C;

13.

Z
ch xdx == sh x + C;

14.

Z
dx

ch2 x
= th x + C;

15.

Z
dx

sh2 x
= � cth x + C.

wSE PRIWEDENNYE FORMULY MOGUT BYTX DOKAZANY DIFFERENCIROWANIEM PRAWYH ^ASTEJ.
pROWERIM, NAPRIMER, FORMULU 11; IMEEM

(ln |x +
p

x2 ± a2|)0 =
1

x +
p

x2 ± a2
·
✓

1 +
xp

x2 ± a2

◆
=

1p
x2 ± a2

,

I MY WIDIM, ^TO DANNAQ FORMULA SPRAWEDLIWA.
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KAFEDRA «mATEMATI^ESKOE MODELIROWANIE»

PROF. p. l. iWANKOW

iNTEGRALY I DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ

KONSPEKT LEKCIJ

DLQ STUDENTOW 1-GO KURSA 2-GO SEMESTRA

SPECIALXNOSTEJ rl1,2,3,6, bmt1,2

lEKCIQ 2

iNTEGRIROWANIE PODSTANOWKOJ I ZAMENOJ PEREMENNOJ. iNTEGRIROWA-
NIE PO ^ASTQM. iNTEGRIROWANIE WYRAVENIJ, SODERVA]IH KWADRAT-
NYJ TREH^LEN.

oSNOWNYMI PRIEMAMI WY^ISLENIQ INTEGRALOW QWLQ@TSQ PODSTANOWKA I ZAMENA PERE-
MENNOJ.
tEOREMA (OB INTEGRIROWANII PODSTANOWKOJ).
pUSTX FUNKCII ' I f OPREDELENY SOOTWETSTWENNO NA PROMEVUTKAH I1 I I2, '

DIFFERENCIRUEMA NA I1 , PRI^EM '(x) 2 I2 DLQ L@BOGO x 2 I1 . pUSTX DALEE
Z

f(u)du = F (u) + C

NA PROMEVUTKE I2. tOGDA
Z

f('(x))'0(x)dx = F ('(x)) + C

NA PROMEVUTKE I1.

dOKAZATELXSTWO.

iMEEM (F ('(x)))0 = F 0('(x)) · '0(x) = f('(x)) · '0(x),

I DOKAZYWAEMOE RAWENSTWO SPRAWEDLIWO.
oTMETIM WAVNYJ ^ASTNYJ SLU^AJ DOKAZANNOJ TEOREMY:

ESLI

Z
f(u)du = F (u) + C,

TO

Z
f(ax + b)dx =

1

a
F (ax + b) + C, a 6= 0.

oSOBENNO ^ASTO \TO ZAME^ANIE ISPOLXZUETSQ PRI b = 0 ILI PRI a = 1 :
Z

f(ax)dx =
1

a
F (ax) + C, a 6= 0;

Z
f(x + b)dx + F (x + b) + C.
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pRIMER.

Z
cos2 xdx =

Z
1 + cos 2x

2
dx =

x

2
+

sin 2x

4
+ C;

ANALOGI^NO

Z
sin2 xdx =

x

2
� sin 2x

4
+ C.

pRI PRAKTI^ESKOM PRIMENENII DOKAZANNOJ TEOREMY OBY^NO ISPOLXZU@T FORMALXNYJ

PRIEM, NAZYWAEMYJ ”PODWEDENIEM POD ZNAK DIFFERENCIALA”:

Z
f('(x))'0(x)dx =

Z
f('(x))d'(x) =

Z
f(u)du = F (u) + C = F ('(x)) + C;

W PROSTYH SLU^AQH WSPOMOGATELXNU@ PEREMENNU@ u = '(x) NE WWODQT,T.E. SRAZU PI[UT

Z
f('(x))d'(x) = F ('(x)) + C.

pRIMER. wY^ISLIM INTEGRAL

I =

Z
dx

sin x
.

iMEEM

I =

Z
dx

2 sin x
2 cos x

2

=

Z
cos x

2

sin x
2

· dx

2 cos2 x
2

=

Z
1

tg x
2

(tg
x

2
)0dx =

Z
d tg x

2

tg x
2

= ln
���tg

x

2

��� + C.

t.K. cos x = sin(x +
⇡

2
) ,TO OTS@DA

I =

Z
dx

cos x
=

Z
dx

sin(x + ⇡
2

= ln
���tg

⇣x

2
+

⇡

2

⌘��� + C.

tEOREMA (OB INTEGRIROWANII ZAMENOJ PEREMENNOJ).

pUSTX FUNKCIQ ' DIFFERENCIRUEMA NA PROMEVUTKE I1 I WZAIMNO ODNOZNA^NO OTOBRA-
VAET EGO NA PROMEVUTOK I2 , PRI^EM '0(t) 6= 0 DLQ L@BOGO t 2 I1. pUSTX, DALEE, FUNKCIQ
f OPREDELENA NA I2 . tOGDA, ESLI NA PROMEVUTKE I1

Z
f('(t))'0(t)dt = F (t) + C,

TO NA PROMEVUTKE I2

Z
f(x)dx = F ('�1(x)) + C,

GDE '�1(x) - FUNKCIQ, OBRATNAQ K FUNKCII '(t) .

dOKAZATELXSTWO.

iZ USLOWIJ TEOREMY SLEDUET, ^TO FUNKCIQ '�1(x) DIFFERENCIRUEMA, I

2



('�1(x))0 =
1

'0('�1(x))
.

pO\TOMU

�
F ('�1(x))

�0
= F 0('�1(x)) · ('�1(x))0 = f('('�1(x))) · '('�1(x)) · 1

'0('�1(x))
= f(x).

oTS@DA NEPOSREDSTWENNO WYTEKAET UTWERVDENIE TEOREMY.

pRIMER. pUSTX TREBUETSQ WY^ISLITX

I =

Z p
a2 � x2dx, �a < x < a, a > 0.

rASSMOTRIM FUNKCI@ '(t) = a sin t, �⇡

2
< t <

⇡

2
. nETRUDNO PROWERITX, ^TO WSE

USLOWIQ POSLEDNEJ TEOREMY WYPOLNENY. iMEEM

Z p
a2 � a2 sin2 t · a cos tdt = a2

Z
cos2 tdt = a2

✓
t

2
+

sin 2t

4

◆
+ C =

=
a2

2
(t + sin t ·

p
1� sin2 t) + C.

zAMENQQ W POSLEDNEM WYRAVENII t NA '�1(x) = arcsin
x

a
, POLU^AEM

I =
a2

2

⇣
arcsin

x

a
+ x

p
a2 � x2

⌘
+ C.

tEOREMA (OB INTEGRIROWANII PO ^ASTQM).

pUSTX FUNKCII u I v DIFFERENCIRUEMY NA PROMEVUTKE I ,I FUNKCIQ u0 · v IMEET

NA \TOM PROMEVUTKE PERWOOBRAZNU@. tOGDA
Z

u · v0dx = u · v �
Z

u0 · vdx.

dOKAZATELXSTWO.

zAPI[EM PRAWILO DIFFERENCIROWANIQ PROIZWEDENIQ:

(u · v)0 = u0v + uv0.

oTS@DA

Z
u0 · vdx =

Z
((uv)0 � uv0)dx = uv �

Z
u · v0dx.

tEOREMA DOKAZANA.

pRIMERY.

1. rASSMOTRIM INTEGRALY

I1 =

Z
bxdx I I2 =

Z
eax sin bxdx.
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iMEEM

I1 =

Z
eax

✓
sin bx

b

◆0

dx = eax · sin bx

b
� a

b

Z
eax sin bxdx = eax sin bx

b
� a

b
I2;

I2 =

Z
eax

✓
�cos bx

b

◆0

dx = �eax · cos bx

b
+

a

b

Z
eax cos bxdx = �eax cos bx

b
+

a

b
I1.

t.O., DLQ NAHOVDENIQ I1 I I2 POLU^AEM TAKU@ SISTEMU:

I1 = eax sin bx

b
� a

b
I2,

I2 = �eax cos bx

b
+

a

b
I1.

oTS@DA

I1 =
a cos bx + b sin bx

a2 + b2
eax + C,

I2 +
a sin bx� b cos bx

a2 + b2
eax + C.

rASSMOTRIM TEPERX NEKOTORYE INTEGRALY, SODERVA]IE KWADRATNYJ TREH^LEN.

pUSTX I =
R Ax + B

ax2 + bx + c
dx, a 6= 0.

wY^ISLIM WSPOMOGATELXNYJ INTEGRAL:

I1 =

Z
dx

ax2 + bx + c
.

wYDELIW W ZNAMENATELE POLNYJ KWADRAT, POLU^IM

I1 =
1

a

Z
dx

(x + b
2a)2 � b2�4ac

4a2

.

eSLI D = b2 � 4ac > 0 , TO, OBOZNA^IW

k2 =
b2 � 4ac

4a2
I u = x +

b

2a
,

POLU^IM

I =
1

a

Z
du

u2 � k2
=

1

2ak
ln

����
u� k

u + k

���� + C;

ESLI VE D < 0, TO k2 = �D , I

I1 =
1

a

Z
du

u2 + k2
=

1

ak
arctg

u

k
+ C.

pRI D = 0 IMEEM

I1 =
1

a

Z
du

u2
= � 1

au
+ C.

4



t.O., OSTAETSQ LI[X WERNUTXSQ K PREVNEJ PEREMENNOJ x .

wY^ISLENIE INTEGRALA I MOVNO SWESTI K WY^ISLENI@ I1 :

I =
A

2a

Z
2ax + b

ax2 + bx + c
dx +

✓
B � Ab

2a

◆
· I1;

Z
2ax + b

ax2 + bx + c
dx =

Z
d(ax2 + bx + c)

ax2 + bx + c
= ln |ax2 + bx + c| + C.

aNALOGI^NO WY^ISLQETSQ I INTEGRAL

J =

Z
Ax + Bp

ax2 + bx + c
dx.

wY^ISLIM WSPOMOGATELXNYJ INTEGRAL

J1 =

Z
dxp

ax2 + bx + c
=

Z
dxq

a
�
(x + b

2a)2 � b2�4ac
4a2

� =

Z
dup

a(u2 ± k2)
,

GDE u = x +
b

2a
, k =

|b2 � 4ac|
4a2

;

PRI D = b2 � 4ac > 0 POD RADIKALOM W POSLEDNEM INTEGRALE BERETSQ ZNAK ”-”, A PRI
D < 0 - ZNAK ”+”. w REZULXTATE DELO SWODITSQ K WY^ISLENI@ TABLI^NYH INTEGRALOW WIDA

Z
dup

k2 � u2
,

Z
dup

u2 ± k2
ILI

Z
du

|u| = ±
Z

du

u
;

ZNAK PERED POSLEDNIM INTEGRALOM WYBIRAETSQ W ZAWISIMOSTI OT RASPOLOVENIQ PROMEVUTKA

INTEGRIROWANIQ OTNOSITELXNO NULQ.
wY^ISLENIE INTEGRALA J SWODITSQ K WY^ISLENI@ J1 :

J =
A

2a

Z
2ax + bp

ax2 + bx + c
dx +

✓
B � Ab

2a

◆
J1;

R 2ax + bp
ax2 + bx + c

dx = 2
p

ax2 + bx + c + C.
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KAFEDRA «mATEMATI^ESKOE MODELIROWANIE»

PROF. p. l. iWANKOW

iNTEGRALY I DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ

KONSPEKT LEKCIJ

DLQ STUDENTOW 1-GO KURSA 2-GO SEMESTRA

SPECIALXNOSTEJ rl1,2,3,6, bmt1,2

lEKCIQ 3

rACIONALXNYE DROBI. rAZLOVENIE PRAWILXNOJ RACIONALXNOJ DROBI
NA SUMMU PROSTEJ[IH (BEZ DOKAZATELXSTWA). iNTEGRIROWANIE PRO-
STEJ[IH DROBEJ. iNTEGRIROWANIE PRAWILXNYH I NEPRAWILXNYH RA-
CIONALXNYH DROBEJ.

oTNO[ENIE DWUH MNOGO^LENOW

P (x)

Q(x)
=

bmxm + bm�1xm�1 + ... + b0

anxn + an�1xn�1 + ... + a0
,

GDE Q(x) 6⌘ 0 , NAZYWAETSQ RACIONALXNOJ DROBX@. mY BUDEM PREDPOLAGATX, ^TO KO\FFI-
CIENTY MNOGO^LENOW P (x) I Q(x) WE]ESTWENNY.
eSLI STEPENX ^ISLITELQ MENX[E STEPENI ZNAMENATELQ, TO DROBX NAZYWAETSQ PRAWILXNOJ; W
PROTIWNOM SLU^AE - NEPRAWILXNOJ. eSLI DROBX QWLQETSQ NEPRAWILXNOJ, TO, RAZDELIW ^ISLI-
TELX NA ZNAMENATELX, MY PREDSTAWIM TAKU@ DROBX W WIDE SUMMY MNOGO^LENA I PRAWILXNOJ
RACIONALXNOJ DROBI. pOSKOLXKU INTEGRIROWANIE MNOGO^LENA NE PREDSTAWLQET TRUDNOSTEJ,
MY OGRANI^IMSQ RASSMOTRENIEM WOPROSA OB INTEGRIROWANII PRAWILXNYH DROBEJ.

rACIONALXNYE DROBI WIDA

A

(x� ↵)m
I

Bx + C

(x2 + px + q)n
, m, n = 1, 2, ...,

NAZYWA@TSQ PROSTEJ[IMI. pRI \TOM PREDPOLAGAETSQ, ^TO A 6= 0, B2 + C2 > 0, I

KWADRATNYJ TREH^LEN x2 + px + q NE IMEET WE]ESTWENNYH KORNEJ. zAJMEMSQ SNA^ALA

INTEGRIROWANIEM PROSTEJ[IH DROBEJ. iMEEM
Z

A

x� ↵
dx = A · ln |x� ↵| + C;

Z
A

(x� ↵)m
dx = � A

(m� 1)(x� ↵)m�1
+ C, m = 2, 3, ....

iNTEGRALY OT DROBEJ
Bx + C

x2 + px + q

MY UVE RASSMATRIWALI. dEJSTWUQ W TOM VE DUHE, POLU^AEM

Z
Bx + C

(x2 + px + q)n
dx =

Z B
2 (2x + p) + C � Bp

2

(x2 + px + q)n
dx =

B

2

Z
d(x2 + px + q)

(x2 + px + q)n
+

1



+
2C �Bp

2

Z
dx

(x2 + px + q)n
= �B

2
· 1

(n� 1)(x2 + px + q)n�1
+

+
2C �Bp

2

Z
dx

(x2 + px + q)n

I DELO SWODITSQ K WY^ISLENI@ INTEGRALA

In =

Z
dx

(x2 + px + q)n
.

wYDELIM W ZNAMENATELE POLNYJ KWADRAT:

In =

Z
dx✓

(x +
p

2
) + q � p2

4

◆n .

t.K. PO PREDPOLOVENI@ KWADRATNYJ TREH^LEN x2 +px+ q NE IMEET WE]ESTWENNYH KORNEJ,

TO MY MOVEM OBOZNA^ITX a2 = q � p2

4
> 0 . pOSLE ZAMENY t = x +

p

2
MY POLU^IM TAKOJ

INTEGRAL:

In =

Z
dt

(t2 + a2)n
.

pRI n = 1 IMEEM TABLI^NYJ INTEGRAL:

I1 =

Z
dt

t2 + a2
=

1

a
arctg

t

a
+ C.

dALEE, PRIMENQQ FORMULU INTEGRIROWANIQ PO ^ASTQM, POLU^AEM

In =

Z
1

(t2 + a2)n
(t)0dt =

t

(t2 + a2)n
+ 2n

Z
t2dt

(t2 + a2)n+1
=

=
t

(t2 + a2)n
+ 2n

Z
t2 + a2 � a2

(t2 + a2)n+1
dt =

t

(t2 + a2)n
+ 2nJn � 2na2Jn+1.

oTS@DA TAKOE REKURRENTNOE SOOTNO[ENIE:

In+1 =
1

2na2
· t

(t2 + a2)n
+

2n� 1

2na2
In,

KOTOROE POZWOLQET, ZNAQ I1 , W PRINCIPE NAJTI In PRI L@BOM NATURALXNOM n . nAPRIMER,

I2 =
1

2a3
arctg

t

a
+

t

2a2(t2 + a2)
+ C.

t.O., MY MOVEM PROINTEGRIROWATX L@BU@ PROSTEJ[U@ DROBX.
nAPOMNIM NEKOTORYE SWEDENIQ IZ ALGEBRY MNOGO^LENOW. wSQKIJ MNOGO^LEN

Q(x) = anx
n + an�1x

n�1 + ... + a0, an 6= 0,

STEPENI n S WE]ESTWENNYMI KO\FFICIENTAMI MBYTX PREDSTAWLEN W WIDE

Q(x) = an(x� ↵1)
k1 ...(x� ↵r)

kr · (x2 + p1x + q1)
l1 ...(x2 + psx + qs)

ls , (⇤)

GDE ↵1, ...,↵r, p1, ..., ps, q1, ..., qs � WE]ESTWENNYE ^ISLA; KWADRATNYE TREH^LENY NE IME@T
WE]ESTWENNYH KORNEJ, I k1 + ... + kr + 2(l1 + ... + ls) = n.

2



pRI \TOM ESLI MNOGO^LEN Q(x) NE IMEET WE]ESTWENNYH KORNEJ, TO W NAPISANNOM RAZLOVE-
NII OTSUTSTWU@T LINEJNYE MNOVITELI, A ESLI WSE KORNI \TOGO MNOGO^LENA WE]ESTWENNY,
TO OTSUTSTWU@T KWADRATNYE TREH^LENY. oTMETIM E]E, ^TO RAZLOVENIE (*) EDINSTWENNO
(S TO^NOSTX@ DO PORQDKA SOMNOVITELEJ).

B KURSE WYS[EJ ALGEBRY DOKAZYWAETSQ, ^TO WSQKAQ PRAWILXNAQ RACIONALXNAQ DROBX
P (x)/Q(x), ZNAMENATELX KOTOROJ ZAPISYWAETSQ W WIDE (*), SLEDU@]IM OBRAZOM PREDSTA-
WLQETSQ W WIDE SUMMY PROSTEJ[IH DROBEJ:

P (x)

Q(x)
=

A11

x� ↵1
+ ... +

A1k1

(x� ↵1)k1
+ ... +

Ar1

x� ↵r
+ ... +

Arkr

(x� ↵r)kr
+

+
B11x + C11

x2 + p1x + q1
+ ... +

B1l1x + C1l1

(x2 + p1x + q1)l1

+ ... +
Bs1x + Cs1

x2 + psx + qs
+ ... +

Bslsx + Csls

(x2 + psx + qs)ls
(⇤⇤)

tAKOE PREDSTAWLENIE EDINSTWNNO (S TO^NOSTX@ DO PORQDKA SLAGAEMYH). mY WIDIM,
TAKIM OBRAZOM, ^TO DLQ TOGO, ^TOBY PROINTEGRIROWATX PRAWILXNU@ RACIONALXNU@ DROBX,
SLEDUET NAJTI DLQ ZNAMENATELQ RAZLOVENIE (*), A ZATEM PREDSTAWITX \TU DROBX W WIDE (**).
pOSLE \TOGO ZADA^A SWEDETSQ K INTEGRIROWANI@ PROSTEJ[IH DROBEJ. ~TOBY FAKTI^ESKI
NAJTI RAZLOVENIE (**), REKOMENDUETSQ ZAPISATX PRAWU@ ^ASTX S NEOPREDELENNYMI KO\F-
FICIENTAMI, ZATEM WYPOLNITX SLOVENIE NAPISANNYH DROBEJ I PRIRAWNQTX KO\FFICIENTY
PRI ODINAKOWYH STEPENQH W ^ISLITELQH LEWOJ I PRAWOJ ^ASTEJ POLU^IW[EGOSQ RAWENSTWA.
dLQ NAHOVDENIQ NEOPREDELENNYH KO\FFICIENTOW OBRAZUETSQ SISTEMA LINEJNYH URAWNENIJ;
\TA SISTEMA WSEGDA SOWMESTNA (I BOLEE TOGO, MOVNO DOKAZATX, ^TO ONA IMEET EDINSTWENNOE
RE[ENIE). pRI RE[ENII \TOJ SISTEMY MOVNO ISPOLXZOWATX I DOPOLNITELXNYE RAWENSTWA,
POLU^A@]IESQ IZ(**) PODSTANOWKOJ WMESTO x KAKIH-LIBO KONKRETNYH ZNA^ENIJ.

pRIMER. tREBUETSQ PROINTEGRIROWATX RACIONALXNU@ DROBX

P (x)

Q(x)
=

2x5 � x4 + 2x3 � x2 � x + 5

x4 � x3 � x + 1

w DANNOM SLU^AE STEPENX ^ISLITELQ BOLX[E STEPENI ZNAMENATELQ; RAZDELIM ^ISLITELX NA
ZNAMENATELX, POLXZUQSX IZWESTNYM ALGORITMOM:

2x5 � x4 + 2x3 � x2 + x + 5 x4 � x3 � x + 1
2x5 � 2x4 � 2x2 + 2x 2x + 1

x4 + 2x3 + x2 � 3x + 5
x4 � x3 � x + 1

3x3 + x2 � 2x + 4.

sLEDOWATELXNO,
P (x)

Q(x)
= 2x + 1 +

3x3 + x2 � 2x + 4

x4 � x3 � x + 1
.

dALEE, RAZLOVIM NA LINEJNYE I KWADRATI^NYE MNOVITELI ZNAMENATELX, ZAMETIW, ^TO x =
1 - EGO KORENX. iMEEM

x4 � x3 � x + 1 = x3(x� 1)� (x� 1) = (x� 1)(x3 � 1) = (x� 1)2(x2 + x + 1);

T.K. KWADRATNYJ TREH^LEN x2 + x + 1 NE IMEET WE]ESTWENNYH KORNEJ, TO TREBUEMOE
RAZLOVENIE POLU^ENO. zAPI[EM TEPERX RAZLOVENIE WYDELENNOJ RANEE PRAWILXNOJ DROBI
NA PROSTEJ[IE S NEOPREDELENNYMI KO\FFICIENTAMI:

3x3 + x2 � 2x + 4

x4 � x3 � x + 1
=

A

x� 1
+

B

(x� 1)2
+

Cx + D

x2 + x + 1
.

3



wYPOLNIW SLOVENIE DROBEJ W PRAWOJ ^ASTI I PRIRAWNQW ^ISLITELI SLEWA I SPRAWA, POLU-
^IM

3x3 + x2 � 2x + 4 = A(x3 � 1) + B(x2 + x + 1) + (Cx + D)(x2 � 2x + 1).

oTS@DA

x3 3 = A + C
x2 1 = B + D � 2C
x �2 = B + C � 2D
1 4 = �A + B + D.

sLOVIW WSE URAWNENIQ, POLU^IM, ^TO 3B = 6 , T.E. B = 2 . pODSTAWIM \TO ZNA^ENIE B
WO WTOROE I TRETXE URAWNENIQ SISTEMY:

D � 2C = �1C � 2D = �4.

oTS@DA C = 2, D = 3; IZ PERWOGO URAWNENIQ SISTEMY NAHODIM A = 1 . oKON^ATELXNO
POLU^AEM TAKOE RAWENSTWO

3x3 + x2 � 2x + 4

x4 � x3 � x + 1
=

1

x� 1
+

2

(x� 1)2
+

2x + 3

x2 + x + 1
.

dLQ ISHODNOJ RACIONALXNOJ DROBI P (x)/Q(x) IMEEM

P (x)

Q(x)
=

2x5 � x4 + 2x3 � x2 � x + 5

x4 � x3 � x + 1
= 2x + 1 +

1

x� 1
+

2

(x� 1)2
+

2x + 3

x2 + x + 1
.

zDESX ZASLUVIWAET WNIMANIQ LI[X INTEGRAL

Z
2x + 3

x2 + x + 1
dx =

Z
2x + 1

x2 + x + 1
dx + 2

Z
dx

(x + 1
2)

2 + 3
4

=

= ln(x2 + x + 1) +
4p
3

arctg
2x + 1p

3
+ C.

dLQ INTEGRALA OT RACIONALXNOJ FUNKCII P (x)/Q(x) IMEEM SLEDOWATELXNO, TAKOE WYRA-
VENIE Z

2x5 � x4 + 2x3 � x2 � x + 5

x4 � x3 � x + 1
dx = x2 + x + ln |x� 1|�

� 2

x� 1
+ ln(x2 + x + 1) +

4p
3

arctg
2x + 1p

3
+ C.

4



KAFEDRA «mATEMATI^ESKOE MODELIROWANIE»

PROF. p. l. iWANKOW

iNTEGRALY I DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ

KONSPEKT LEKCIJ

DLQ STUDENTOW 1-GO KURSA 2-GO SEMESTRA

SPECIALXNOSTEJ rl1,2,3,6, bmt1,2

lEKCIQ 4

iNTEGRIROWANIE WYRAVENIJ, RACIONALXNO ZAWISIMYH OT TRIGONO-
METRI^ESKIH FUNKCIJ. iNTEGRIROWANIE IRRACIONALXNYH FUNKCIJ.
pRIMERY INTEGRALOW, NE WYRAVA@]IHSQ ^EREZ \LEMENTARNYE FUNK-
CII.

~EREZ R(x, y, ..., t) BUDEM OBOZNA^ATX RACIONALXNU@ FUNKCI@ UKAZANNYH ARGUMENTOW

(T.E. OTNO[ENIE DWUH MNOGO^LENOW OT \TIH ARGUMENTOW). wY[E MY NAU^ILISX INTEGRI-
ROWATX RACIONALXNYE FUNKCII. w DALXNEJ[EM OSNOWNYM PRIEMOM INTEGRIROWANIQ FUNK-
CIJ RAZLI^NYH KLASSOW BUDET PRIMENENIE TAKIH PODSTANOWOK, KOTORYE PRIWODQT PODYN-
TEGRALXNOE WYRAVENIE K RACIONALXNOMU WIDU. |TOT PRIEM NAZYWAETSQ RACIONALIZACIEJ
PODYNTEGRALXNOGO WYRAVENIQ.
iNTEGRAL Z

R(sin x, cos x)dx (⇤)

PODSTANOWKOJ

u = tg
x

2
, �⇡ < x < ⇡,

SWODITSQ K INTEGRALU OT RACIONALXNOJ FUNKCII.w SAMOM DELE,

sin x =
2 sin x

2 cos x
2

cos2 x
2 + sin2 x

2

=
2 tg x

2

1 + tg2 x
2

=
2u

1 + u2
,

cos x =
cos2 x

2 � sin2 x
2

cos2 x
2 + sin2 x

2

=
1� tg2 x

2

1 + tg2 x
2

=
1� u2

1 + u2
,

x = 2 arctg u, dx =
2du

1 + u2
,

SLEDOWATELXNO, Z
R(sin x, cos x)dx = 2

Z
R

✓
2u

1 + u2
,
1� u2

1 + u2

◆
du

1 + u2
.

rASSMOTRENNAQ PODSTANOWKA NAZYWAETSQ UNIWERSALXNOJ.

pRIMER. pRIMENIM UNIWERSALXNU@ PODSTANOWKU DLQ WY^ISLENIQ INTEGRALA

I =

Z
dx

1 + 3 cos x
.

iMEEM

I =

Z ✓
1 + 3 · 1� u2

1 + u2

◆�1

· 2du

1 + u2
=

Z
du

2� u2
=

1



=
1

2
p

2
ln

�����

p
2 + up
2� u

����� + C =
1

2
p

2
ln

�����

p
2 + tg x

2p
2� tg x

2

����� + C.

pRI WY^ISLENII INTEGRALA (*) ^ASTO ISPOLXZU@T TAKVE PODSTANOWKI

u = cos x, u = sin x, u = tg x.

w NEKOTORYH SLU^AQH PRIMENENIE \TIH PODSTANOWOK OKAZYWAETSQ BOLEE WYGODNYM, ^EM PRI-
MENENIE UNIWERSALXNOJ PODSTANOWKI. w KA^ESTWE PRIMERA RASSMOTRIM INTEGRAL

Im,n =

Z
cosm x · sinn xdx,

GDE m I n - CELYE ^ISLA. pUSTX SNA^ALA n - NE^ETNOE ^ISLO; TOGDA

Im,n =

Z
cosm x · sinn�1 x · sin xdx = �

Z
cosm x · (1� cos2 x)

n�1
2 d cos x =

= �
Z

um(1� u2)
n�1

2 du,

GDE u = cos x . eSLI NE^ETNYM QWLQETSQ m , TO PRIMENQEM PODSTANOWKU u = sin x . eSLI
m I n QWLQ@TSQ ^ETNYMI, TO, POSKOLXKU

cos2 x =
1

1 + tg2 x
, sin2 x =

tg2 x

1 + tg2 x
,

MOVNO PRIMENITX PODSTANOWKU u = tg x . w \TOM SLU^AE x = arctg u, dx =
du

1 + u2
, I MY

POLU^AEM, ^TO

Im,n =

Z ✓
1

1 + u2

◆m
2

·
✓

u2

1 + u2

◆n
2

· du

1 + u2
,

T.E. DELO SWODITSQ K INTEGRIROWANI@ RACIONALXNOJ FUNKCII. eSLI OBA ^ISLA m I n
QWLQ@TSQ NE^ETNYMI, TO MOVNO PRIMENITX PODSTANOWKU u = cos 2x . w SAMOM DELE,

Im,n =

Z
(cos2 x)

m�1
2 · (sin2 x)

n�1
2 · cos x · sin xdx =

= �1

4

Z ✓
1 + cos 2x

2

◆m�1
2

·
✓

1� cos 2x

2

◆n�1
2

d cos 2x =

= �1

4

Z ✓
1 + u

2

◆m�1
2

·
✓

1� u

2

◆n�1
2

du,

I POLU^ILSQ INTEGRAL OT RACIONALXNOJ FUNKCII, T.K. POKAZATELI STEPENI
m� 1

2
I

n� 1

2
QWLQ@TSQ CELYMI ^ISLAMI (BYTX MOVET, OTRICATELXNYMI).

pRIMER. pRIMENIM POSLEDNIJ PRIEM DLQ WY^ISLENIQ INTEGRALA

I9,7 =

Z
cos9 x · sin7 xdx.

iMEEM

I9,7 =

Z
(cos2 x)4 · (sin2 x)3 · cos x · sin xdx = �1

4

Z ✓
1 + u

2

◆4

·
✓

1� u

2

◆3

du =

2



= � 1

29

Z
(1 + u)(1� u2)3du = � 1

512

✓Z
(1� u2)3du +

Z
(1� u2)3udu

◆
=

= � 1

512

✓Z
(1� 3u2 + 3u4 � u6)du� 1

2

Z
(1� u2)3d(1� u2)

◆
=

= � 1

512

✓
u� u3 +

3

5
u5 � u7

7
� (1� u2)4

8

◆
+ C, u = cos 2x.

iNTEGRALY

Z
sin ↵x · cos �xdx,

Z
sin ↵x · sin �xdx I

Z
cos ↵x · cos �xdx

WY^ISLQ@TSQ S POMO]X@ FORMUL \LEMENTARNOJ TRIGONOMETRII:

sin ↵x · cos �x =
1

2
(sin(↵ + �)x + sin(↵� �)x),

sin ↵x · sin �x =
1

2
(cos(↵� �)x� cos(↵ + �)x),

cos ↵x · cos �x =
1

2
(cos(↵ + �)x + cos(↵� �)x).

nAPRIMER,
Z

sin 2x · cos xdx =
1

2

Z
sin 3xdx +

1

2

Z
sin xdx = �1

6
cos 3x� 1

2
cos x + C.

rASSMOTRIM INTEGRALY OT NEKOTORYH IRRACIONALXNYH FUNKCIJ. pUSTX TREBUETSQ WY^I-
SLITX INTEGRAL

I =

Z
R

✓
x,

✓
↵x + �

�x + �

◆r1

, ...,

✓
↵x + �

�x + �

◆rn
◆

dx, GDE

↵ �
� �

6= 0; r1, ..., rn � RACIONALXNYE ^ISLA, m� IH OB]IJ

NAIMENX[IJ ZNAMENATELX.

pUSTX

t =

✓
↵x + �

�x + �

◆ 1
m

;

TOGDA

x = r(t) =
�tm� �

↵� �tm
; dx = r0(t)dt,

I MY POLU^AEM, ^TO

I =

Z
R(r(t), tmr1 , ..., tmrn)r0(t)dt,

POSLE ^EGO DELO SWODITSQ K INTEGRIROWANI@ RACIONALXNOJ FUNKCII.

pRIMER. pUSTX

I =

Z
4

r
x + 1

x� 1
· dx

x + 1
.

tOGDA, PRIMENQQ UKAZANNU@ WY[E PODSTANOWKU, POLU^AEM

t = 4

r
x + 1

x� 1
, x =

t4 + 1

t4 � 1
, dx =

�8t3dt

(t4 � 1)2
;

3



I =

Z
t · t4 � 1

2t4
· �8t3dt

(t4 � 1)2
= �4

Z
dt

t4 � 1
= �2

Z ✓
1

t2 � 1
� 1

t2 + 1

◆
dt =

= ln

����
t + 1

t� 1

���� + 2 arctg t + C, t = 4

r
x + 1

x� 1
.

rASSMOTRIM TEPERX INTEGRALY WIDA
R

R(x,
p

ax2 + bx + c)dx ;RAZBEREM DWA SLU^AQ.
pUSTX SNA^ALA KWADRATNYJ TREH^LEN ax2 + bx + c NE IMEET WE]ESTWENNYH KORNEJ; W \TOM
SLU^AE a > 0 , I IMEET SMYSL PODSTANOWKA

p
ax2 + bx + c = t�

p
a · x.

tOGDA ax2 + bx + c = t2 � 2
p

a · tx + ax2;

x =
t2 � c

2
p

a · t + b
; dx =

✓
t2 � c

2
p

a · t + b

◆0

dt;

Z
R(x,

p
ax2 + bx + c)dx =

Z
R

✓
t2 � c

2
p

a · t + b
; t�

p
a

t2 � c

2
p

a · t + b

◆
·
✓

t2 � c

2
p

a · t + b

◆0

dt,

I DELO SWODITSQ K INTEGRIROWANI@ RACIONALXNOJ FUNKCII. rASSMOTRENNAQ PODSTANOWKA
QWLQETSQ ODNOJ IZ PODSTANOWOK |JLERA.

pRIMER. pUSTX

I =

Z
dx

x
p

x2 + 1
.

pRIMENIM PODSTANOWKU |JLERA:
p

x2 + 1 = t� x, x =
t2 � 1

t
, dx =

t2 + 1

2t2
dt;

I =

Z
2t

t2 � 1

✓
t� t2 � 1

2t

◆�1

· t2 + 1

2t2
dt = 2

Z
dt

t2 � 1
= ln

����
t� 1

t + 1

���� + C =

= ln

�����
x +

p
x2 + 1� 1

x +
p

x2 + 1 + 1

����� + C.

pUSTX TEPERX KWADRATNYJ TREH^LEN ax2 + bx + c IMEET DWA WE]ESTWENNYH KORNQ, T.E.

ax2 + bx + c = a(x� �)(x� µ).

tOGDA
p

ax2 + bx + c =
p

a(x� �)(x� µ) = |x� �| ·
r

a
x� µ

x� �
,

I MY IMEEM INTEGRAL UVE RASSMOTRENNOGO TIPA:
Z

R(x,
p

ax2 + bx + cdx =

Z
R

✓
x, |x� �| ·

r
a
x� µ

x� �

◆
dx.

zDESX RACIONALIZACIQ DOSTIGAETSQ PODSTANOWKOJ

t =

r
a
x� µ

x� �
.

w ZAKL@^ENII OTMETIM, ^TO MNOGIE INTEGRALY OT \LEMENTARNYH FUNKCIJ NE WYRAVA-
@TSQ ^EREZ \LEMENTARNYE FUNKCII; TAKOWY, NAPRIMER,WSTRE^A@]IESQ W PRILOVENIQH IN-

TEGRALY

Z
e�x2

dx,

Z
cos x2dx,

Z
sin x2dx,

Z
cos x

x
dx,

Z
sin x

x
dx,

Z
dx

ln x
I DR.
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KAFEDRA «mATEMATI^ESKOE MODELIROWANIE»

PROF. p. l. iWANKOW

iNTEGRALY I DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ

KONSPEKT LEKCIJ

DLQ STUDENTOW 1-GO KURSA 2-GO SEMESTRA

SPECIALXNOSTEJ rl1,2,3,6, bmt1,2

lEKCII 5-6

oPREDELENNYJ INTEGRAL KAK PREDEL INTEGRALXNYH SUMM. tEOREMA

OB INTEGRIRUEMOSTI KUSO^NO-NEPRERYWNOJ FUNKCII (BEZ DOKAZATELX-
STWA). gEOMETRI^ESKAQ INTERPRETACIQ OPREDELENNOGO INTEGRALA.
oSNOWNYE SWOJSTWA OPREDELENNOGO INTEGRALA. tEOREMY OB OCENKE I
O SREDNEM ZNA^ENII.

mNOVESTWO TO^EK a = x0 < x1 < ... < xn = b NAZYWAETSQ RAZBIENIEM OTREZKA [a, b] ;
OTREZKI [xi�1, xi], i = 1, ..., n, NAZYWA@TSQ OTREZKAMI RAZBIENIQ; DLINA i�GO OTREZKA
RAZBIENIQ OBOZNA^AETSQ �xi T.E. �xi = xi � xi�1 ; ^ISLO �(⌧) = max

i
�xi NAZYWAETSQ

DIAMETROM RAZBIENIQ.
pUSTX NA OTREZKE [a, b] ZADANA FUNKCIQ f(x) . wYBEREM PROIZWOLXNO TO^KI ⇠i 2

[xi�1, xi], i = 1, ..., n, I SOSTAWIM SUMMU

�(⌧) =
nX

i=1

f(⇠i)�xi,

KOTORAQ NAZYWAETSQ INTEGRALXNOJ SUMMOJ FUNKCII f(x) , OTWE^A@]EJ RAZBIENI@ ⌧ I

TO^KAM ⇠1, ..., ⇠n, WYBRANNYM NA OTREZKAH RAZBIENIQ. pREDEL INTEGRALXNYH SUMM �(⌧)
PRI USLOWII, ^TO DIAMETR RAZBIENIQ �(⌧) �! 0 , NAZYWAETSQ OPREDELENNYM INTEGRALOM
OT FUNKCII f(x) PO OTREZKU [a, b] . |TOT PREDEL ( ESLI ON SU]ESTWUET I NE ZAWISIT OT
WYBORA TO^EK ⇠i ) OBOZNA^AETSQ

bZ

a

f(x)dx,

W KOTOROM a I b NAZYWA@TSQ SOOTWETSTWENNO NIVNIM I WERHNIM PREDELAMI INTEGRIRO-
WANIQ. bOLEE TO^NO OPREDELENIE PREDELA INTEGRALXNYH SUMM WYGLQDIT TAK.
~ISLO I NAZYWAETSQ PREDELOM INTEGRALXNYH SUMM �(⌧) PRI �(⌧) �! 0 , ESLI DLQ

L@BOGO " > 0 SU]ESTWUET ^ISLO � = �(") > 0 TAKOE, ^TO DLQ L@BOGO RAZBIENIQ ⌧ ,
DLQ KOTOROGO �(⌧) < � PRI L@BOM WYBORE TO^EK NA OTREZKAH RAZBIENIQ WYPOLNQETSQ

NERAWENSTWO

|I � �(⌧)| < ".

|TO VE OPREDELENIE, KAK I W SLU^AE PREDELA FUNKCIJ, MOVNO ZAPISATX I NA QZYKE POSLE-
DOWATELXNOSTEJ.
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pRIMERY.
1. pUSTX f(x) ⌘ C NA OTREZKE [a, b]. tOGDA

�(⌧) =
nX

i=1

f(⇠i)�xi = C
nX

i=1

(xi � xi�1) = C(b� a).

mY WIDIM, ^TO W DANNOM SLU^AE INTEGRALXNYE SUMMY NE ZAWISQT OT SPOSOBA RAZBIENIQ
OTREZKA I WYBORA TO^EK NA OTREZKAH RAZBIENIQ. pO\TOMU PREDEL TAKIH SUMM (PRI USLOWII,
^TO DIAMETR RAZBIENIQ STREMITSQ K NUL@) RAWEN C(b � a) ; \TOMU VE ^ISLU RAWEN I
SOOTWETSTWU@]IJ INTEGRAL:

bZ

a

Cdx = C(b� a).

2. pUSTX f(x) = x NA OTREZKE [a, b] . mOVNO DOKAZATX, ^TO INTEGRAL

bZ

a

xdx SU-

]ESTWUET. pO\TOMU PREDEL INTEGRALXNYH SUMM NE ZAWISIT OT WYBORA TO^EK NA OTREZKAH
RAZBIENIQ, I , SLEDOWATELXNO, DANNYJ INTEGRAL RAWEN PREDELU POLUSUMMY DWUH INTEGRALX-
NYH SUMM:

1

2

 
nX

i=1

xi�1�xi +
nX

i=1

xi�xi

!
=

1

2

nX

i=1

(x2
i � x2

i�1) =
1

2
(b2 � a2).

oTS@DA QSNO, ^TO
bZ

a

xdx =
b2 � a2

2

.

3. rASSMOTRIM FUNKCI@ dIRIHLE

�(x) =

⇢
1, ESLI x RACIONALXNO

0, ESLI x IRRACIONALXNO.

dLQ L@BOGO OTREZKA [a, b] I DLQ L@BOGO EGO RAZBIENIQ ⌧ , WYBRAW WSE TO^KI NA OTREZKAH
RAZBIENIQ RACIONALXNYMI, POLU^IM, KAK I WY[E, ^TO

�(⌧) =
nX

i=1

1 · �xi = b� a.

wYBRAW UKAZANNYE TO^KI IRRACIONALXNYMI, POLU^IM,^TO

�(⌧) =
nX

i=1

0 · �xi = 0.

nETRUDNO PROWERITX, ^TO TEOREMA O EDINSTWENNOSTI PREDELA SPRAWEDLIWA I DLQ PREDELOW
INTEGRALXNYH SUMM. pO\TOMU DLQ FUNKCII dIRIHLE INTEGRALXNYE SUMMY NE IME@T PRE-
DELA (PRI �(⌧) �! 0 ), I \TA FUNKCIQ NEINTEGRIRUEMA.
w SWQZI S POSLEDNIM PRIMEROM WOZNIKAET WOPROS OB USLOWIQH INTEGRIRUEMOSTI FUNKCII.

tEOREMA (O NEOBHODIMOM USLOWII INTEGRIRUEMOSTI FUNKCII).
eSLI FUNKCIQ INTEGRIRUEMA NA OTREZKE, TO ONA OGRANI^ENA (NA \TOM OTREZKE).
w SWQZI S \TOJ TEOREMOJ (NA DOKAZATELXSTWO KOTOROJ U NAS NET WREMENI) ZAMETIM, ^TO OD-
NOJ LI[X OGRANI^ENNOSTI E]E NEDOSTATO^NO DLQ INTEGRIRUEMOSTI FUNKCII - W \TOM MOVNO

2



UBEDITXSQ NA PRIMERE FUNKCII dIRIHLE.
pUSTX SNOWA IMEETSQ FUNKCIQ f(x) , OPREDELENNAQ NA OTREZKE [a, b] . |TA FUNKCIQ NAZY-
WAETSQ KUSO^NO-NEPRERYWNOJ NA \TOM OTREZKE, ESLI SU]ESTWUET RAZBIENIE

a = x0 < x1 < ... < xn = b

TAKOE, ^TO f(x) NEPRERYWNA NA KAVDOM INTERWALE (xi�1, xi) , I PRI \TOM SU]ESTWU@T
KONE^NYE ODNOSTORONNIE PREDELY lim

x!xi�1+0
f(x) I lim

x!xi�0
f(x), i = 1, 2, ..., n.

iNYMI SLOWAMI, FUNKCIQ f(x) NEPRERYWNA WO WSEH TO^KAH OTREZKA [a, b] ZA ISKL@^E-
NIEM, BYTX MOVET, KONE^NOGO ^ISLA TO^EK, W KOTORYH f(x) IMEET RAZRYWY 1-GO RODA. w
^ASTNOSTI, NEPRERYWNAQ NA OTREZKE [a, b] FUNKCIQ KUSO^NO- NEPRERYWNA NA \TOM OTREZKE.

tEOREMA (OB INTEGRIRUEMOSTI KUSO^NO-NEPRERYWNOJ FUNKCII).
eSLI FUNKCIQ KUSO^NO-NEPRERYWNA NA NEKOTOROM OTREZKE, TO ONA INTEGRIRUEMA NA \TOM
OTREZKE.
|TU TEOREMU PRINIMAEM BEZ DOKAZATELXSTWA. iZ NEE SLEDUET, ^TO NEPRERYWNAQ NA OTREZKE
FUNKCIQ INTEGRIRUEMA (NA \TOM OTREZKE). zAMETIM E]E, ^TO KUSO^NAQ NEPRERYWNOSTX
FUNKCII NE QWLQETSQ NEOBHODIMYM USLOWIEM INTEGRIRUEMOSTI.
rASSMOTRIM GEOMETRI^ESKU@ INTERPRETACI@ OPREDELENNOGO INTEGRALA. pUSTX DANA GEOME-
TRI^ESKAQ FIGURA, OGRANI^ENNAQ SWEERHU GRAFIKOM NEPRERYWNOJ NEOTRICATELXNOJ FUNK-
CII f(x) , S BOKOW OTREZKAMI WERTIKALXNYH PRQMYH x = a I x = b I SNIZU OTREZKOM

[a, b] OSI ABSCISS. tAKAQ FIGURA NAZYWAETSQ KRIWOLINEJNOJ TRAPECIEJ (RIS. 1).

rIS. 1

wY^ISLIM PLO]ADX S KRIWOLINEJNOJ TRAPECII. dLQ \TOGO WOZXMEM RAZBIENIE a =
x0 < x1 < ... < xn = b NA OTREZKE [a, b] I WYBEREM NA OTREZKE [xi�1, xi] TO^KI

⇠i I ⌘i , W KOTORYH DOSTIGAETSQ SOOTWETSTWENNO MINIMALXNOE I MAKSIMALXNOE ZNA^ENIQ
NEPRERYWNOJ NA \TOM OTREZKE FUNKCII f(x); i = 1, 2, ..., n. oBOZNA^IW ^EREZ Si PLO]ADX

KRIWOLINEJNOJ TRAPECII, OTWE^A@]EJ IZMENENI@ x NA OTREZKE [xi�1, xi] , ZAPI[EM
O^EWIDNOE NERAWENSTWO

f(⇠i)�xi 6 S 6 f(⌘i)�xi.

pROSUMMIRUEM TAKIE NERAWENSTWA PO i = 1, 2, ..., n. t.K.
Pn

i�1 Si = S , TO

nX

i=1

f(⇠i)�xi 6 S 6
nX

i=1

f(⌘i)�xi.
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pOSKOLXKU NEPRERYWNAQ FUNKCIQ INTEGRIRUEMA,TO PRI STREMLENII DIAMETRA RAZBIENIQ K
NUL@ POLU^AEM OTS@DA, ^TO

bZ

a

f(x)dx 6 S 6
bZ

a

f(x)dx.

sLEDOWATELXNO, S =
bR

a

f(x)dx. t.O., INTEGRAL OT NEOTRICATELXNOJ NEPRERYWNOJ FUNKCII

RAWEN PLO]ADI SOOTWETSTWU@]EJ KRIWOLINEJNOJ TRAPECII.
rASSMOTRIM OSNOWNYE SWOJSTWA OPREDELENNOGO INTEGRALA.
1. lINEJNOSTX. pUSTX FUNKCII f1(x) I f2(x) INTEGRIRUEMY NA OTREZKE [a, b] , I PUSTX
↵1 I ↵2 - PROIZWOLXNYE WE]ESTWENNYE ^ISLA. tOGDA FUNKCIQ ↵1f1(x) + ↵2f2(x) TAKVE

INTEGRIRUEMA NA [a, b] , I

bZ

a

(↵1f1(x) + ↵2f2(x))dx = ↵1

bZ

a

f1(x)dx + ↵2

bZ

a

f2(x)dx.

dLQ DOKAZATELXSTWA ZAPI[EM O^EWIDNOE RAWENSTWO DLQ INTEGRALXNYH SUMM:

nX

i=1

(↵1f1(⇠i) + ↵2f2(⇠i))�xi = ↵1

nX

i=1

f1(⇠i)�xi + ↵2

nX

i=1

f2(⇠i)�xi.

pEREHODQ ZDESX K PREDELU PRI �(⌧) �! 0 , POLU^AEM TREBUEMOE. zAMETIM, ^TO PROSTO
SOSLATXSQ NA IZWESTNYE TEOREMY IZ TEORII PREDELOW MY ZDESX NE MOVEM, T.K. PONQTIE

PREDELA INTEGRALXNYH SUMM NE SWODITSQ NEPOSREDSTWENNO K PONQTI@ PREDELA FUNKCII.
pRI BOLEE PODROBNOM IZLOVENII SLEDOWALO BY RASSMOTRETX NESKOLXKO TEOREM O SWOJSTWAH

PREDELOW INTEGRALXNYH SUMM (PRI �(⌧) �! 0).
2. aDDITIWNOSTX. pUSTX FUNKCIQ f(x) INTEGRIRUEMA NA OTREZKAH [a, c] I [c, b] . tOGDA
ONA INTEGRIRUEMA I NA OTREZKE [a, b] , PRI^EM

bZ

a

f(x)dx =

cZ

a

f(x)dx +

bZ

c

f(x)dx.

dOKAZATELXSTWO. iNTEGRIRUEMOSTX FUNKCII f(x) NA OTREZKE [a, b] O^EWIDNA W SLU^AE
KUSO^NO-NEPRERYWNOJ FUNKCII; W OB]EM SLU^AE OSTAWLQEM \TOT FAKT BEZ DOKAZATELXSTWA.
pOSKOLXKU f(x) INTEGRIRUEMA NA [a, b] , TO PRI SOSTAWLENII INTEGRALXNOJ SUMMY DLQ
INTEGRALA IZ LEWOJ ^ASTI DOKAZYWAEMOGO RAWENSTWA MOVNO S^ITATX, ^TO SOOTWETSTWU@]EE
RAZBIENIE a = x0 < x1 < ... < xn = c = y0 < y1 < ... < ym = b SODERVIT TO^KU c . tOGDA
SUMMA

nX

i=1

f(⇠i)�xi +
mX

j=1

f(⌘j)�yj

BUDET INTEGRALXNOJ SUMMOJ DLQ INTEGRALA
bR

a

f(x)dx I ODNOWREMENNO SUMMOJ INTEGRALX-

NYH SUMM DLQ INTEGRALOW
cR

a

f(x)dx I
bR
c

f(x)dx.

pOSLE PEREHODA K PREDELU PRI max �xi �! 0 I max �yj �! 0 POLU^IM TREBUEMOE.
mOVNO DOKAZATX, ^TO NA SAMOM DELE OPREDELENNYJ INTEGRAL QWLQETSQ ADDITIWNOJ FUNK-
CIEJ ORIENTIROWANNOGO PROMEVUTKA. dLQ TOGO, ^TOBY SFORMULIROWATX SOOTWETSTWU@]EE
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SWOJSTWO, RASPROSTRANIM PONQTIE OPREDELENNOGO INTEGRALA NA SLU^AJ a > b (T.E. NA

SLU^AJ, KOGDA NIVNIJ PREDEL INTEGRIROWANIQ BOLX[E WERHNEGO) S POMO]X@ RAWENSTWA

bZ

a

f(x)dx = �
aZ

b

f(x)dx;

PRI a = b BUDEM S^ITATX, ^TO
bZ

a

f(x)dx = 0.

pRI TAKOM OBOB]ENII PONQTIQ INTEGRALA SPRAWEDLIWO SLEDU@]EE UTWERVDENIE.
eSLI FUNKCIQ f(x) INTEGRIRUEMA NA OTREZKE I , I ESLI a, b, c � PROIZWOLXNYE TO^KI

\TOGO OTREZKA, TO
bZ

a

f(x)dx =

cZ

a

f(x)dx +

bZ

c

f(x)dx,

PRI^EM, RAZUMEETSQ, WSE NAPISANNYE INTEGRALY SU]ESTWU@T.
dLQ DOKAZATELXSTWA SLEDUET RASSMOTRETX WSE WOZMOVNYE SLU^AI RASPOLOVENIQ TO^EK a, b,
c NA OTREZKE I (PRI \TOM, ESLI SREDI TO^EK a, b, c ESTX SOWPADA@]IE, TO POLU^AETSQ O^E-
WIDNOE RAWENSTWO, A ESLI WSE \TI TO^KI RAZLI^NY, TO DOKAZYWAEMOE RAWENSTWO O^EWIDNYM
OBRAZOM SLEDUET IZ USTANOWLENNOGO WY[E SWOJSTWA ”OBY^NOJ” ADDITIWNOSTI OPREDELEN-
NOGO INTEGRALA).
3. iNTEGRIROWANIE NERAWENSTW. pUSTX FUNKCII f1(x) I f2(x) INTEGRIRUEMY NA OT-
REZKE [a, b] , I PUSTX W KAVDOJ TO^KE x \TOGO OTREZKA WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO f1(x) 6
f2(x). tOGDA

bZ

a

f1(x)dx 6
bZ

a

f2(x)dx. (⇤)

dLQ DOKAZATELXSTWA, KAK OBY^NO, ZAPI[EM SOOTWETSTWU@]EE SOOTNO[ENIE DLQ INTEGRALX-
NYH SUMM:

nX

i=1

f1(⇠i)�xi 6
nX

i=1

f2(⇠i)�xi.

pEREHODQ ZDESX K PREDELU, POLU^IM TREBUEMOE.
eSLI NA OTREZKE [a, b] WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO

m 6 f(x) 6 M,

TO IZ (*) SLEDUET, ^TO

m(b� a) 6
bZ

a

f(x)dx 6 M(b� a).

4. nERAWENSTWO DLQ ABSOL@TNYH WELI^IN. pUSTX FUNKCIQ f(x) INTEGRIRUEMA NA OT-
REZKE [a, b] . tOGDA FUNKCIQ |f(x)| TAKVE INTEGRIRUEMA NA \TOM OTREZKE, I

������

bZ

a

f(x)dx

������
6

bZ

a

|f(x)|dx. (⇤⇤)
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fAKT INTEGRIRUEMOSTI FUNKCII |f(x)| NETRUDNO DOKAZATX DLQ KUSO^NO-NEPRERYWNOJ
FUNKCII f(x) ; W OB]EM SLU^AE PRINIMAEM \TO BEZ DOKAZATELXSTWA. zAPI[EM O^EWID-
NOE NERAWENSTWO DLQ INTEGRALXNYH SUMM:

�����

nX

i=1

f(⇠i)�xi

����� 6
nX

i=1

|f(⇠i)|�xi.

pEREHODQ K PREDELU PRI STREMLENII K NUL@ DIAMETRA RAZBIENIQ, POLU^AEM TREBUEMOE.
zAMETIM, ^TO (**) MOVNO OBOB]ITX I NA SLU^AJ a > b ; W \TOM SLU^AE SOOTWETSTWU@]EE
NERAWENSTWO PRIOBRETAET WID:

������

bZ

a

f(x)dx

������
6

������

bZ

a

|f(x)|dx

������
.

rASSMOTRIM E]E TEOREMU O SREDNEM DLQ OPREDELENNOGO INTEGRALA.

tEOREMA (O SREDNEM). pUSTX FUNKCIQ f(x) NEPRERYWNA NA OTREZKE [a, b] . tOGDA
SU]ESTWUET TO^KA ⇠ 2 [a, b] TAKAQ, ^TO

bZ

a

f(x)dx = f(⇠) · (b� a).

dOKAZATELXSTWO. t.K. f(x) NEPRERYWNA NA [a, b] , TO \TA FUNKCIQ DOSTIGAET NA \TOM
OTREZKE SWOEGO NAIMENX[EGO ZNA^ENIQ m I NAIBOLX[NGO ZNA^ENIQ M I PRINIMAET WSE

ZNA^ENIQ IZ OTREZKA [m,M ] . dALEE, IZ NERAWENSTWA m 6 f(x) 6 M POLU^AEM, ^TO

m(b� a) 6
bZ

a

f(x)dx 6 M(b� a),

ILI

m 6 1

b� a

bZ

a

f(x)dx 6 M.

pO\TOMU SU]ESTWUET ^ISLO ⇠ 2 [a, b] TAKOE, ^TO

f(⇠) =
1

b� a

bZ

a

f(x)dx.

oTS@DA LEGKO SLEDUET TREBUEMOE. tEOREMA DOKAZANA.

gEOMETRI^ESKIJ SMYSL DOKAZANNOJ TEOREMY ZAKL@^AETSQ W TOM, ^TO NA OTREZKE [a, b]
NAJDETSQ TO^KA ⇠ TAKAQ, ^TO PLO]ADX SOOTWETSTWU@]EJ KRIWOLINEJNOJ TRAPECII RAWNA
PLO]ADI PRQMOUGOLXNIKA S OSNOWANIEM b� a I WYSOTOJ f(⇠) ; PRI \TOM PREDPOLAGAETSQ,
^TO f(x) NEOTRICATELXNA NA [a, b] (RIS. 2).RIS.2
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rIS. 2
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KAFEDRA «mATEMATI^ESKOE MODELIROWANIE»

PROF. p. l. iWANKOW

iNTEGRALY I DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ

KONSPEKT LEKCIJ

DLQ STUDENTOW 1-GO KURSA 2-GO SEMESTRA

SPECIALXNOSTEJ rl1,2,3,6, bmt1,2

lEKCIQ 7

oPREDELENNYJ INTEGRAL S PEREMENNYM WERHNIM PREDELOM I TEOREMA

O EGO PROIZWODNOJ. fORMULA nX@TONA-lEJBNICA. wY^ISLENIE OPRE-
DELENNYH INTEGRALOW PODSTANOWKOJ I PO ^ASTQM. iNTEGRIROWANIE PE-
RIODI^ESKIH FUNKCIJ, INTEGRIROWANIE ^ETNYH I NE^ETNYH FUNKCIJ
NA OTREZKE, SIMMETRI^NOM OTNOSITELXNO NA^ALA KOORDINAT.

eSLI FUNKCIQ f(x) INTEGRIRUEMA NA OTREZKE [a, b] , TO, KAK OTME^ALOSX WY[E, DLQ
L@BOGO x , a 6 x 6 b, SU]ESTWUET INTEGRAL

F (x) =

xZ

a

f(t)dt, (⇤)

KOTORYJ NAZYWAETSQ INTEGRALOM S PEREMENNYM WERHNIM PREDELOM.

tEOREMA (O NEPRERYWNOSTI INTEGRALA S PEREMENNYM WERHNIM PREDELOM).
eSLI FUNKCIQ f(x) INTEGRIRUEMA NA OTREZKE [a, b] , TO FUNKCIQ F (x) , OPREDELQEMAQ
RAWENSTWOM (⇤) , NEPRERYWNA NA \TOM OTREZKE.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX x I x+�x - TO^KI OTREZKA [a, b] . t.K. f(x) INTEGRIRUEMA
NA [a, b] , I, SLEDOWATELXNO, OGRANI^ENA NA \TOM OTREZKE, TO SU]ESTWUET ^ISLO M TAKOE,
^TO DLQ L@BOGO x 2 [a, b] WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO |f(x)| 6 M. pO\TOMU

|F (x + �x) � F (x)| =

������

x+�xZ

a

f(t)dt �
xZ

a

f(t)dt

������
=

=

������

x+�xZ

x

f(t)dt

������
6

������

x+�xZ

x

|f(t)|dt

������
6

������

x+�xZ

x

Mdt

������
= M · |�x|,

T.E. |F (x + �x) � F (x)| 6 M |�x| ! 0 PRI �x ! 0, I FUNKCIQ NEPRERYWNA W TO^KE
x . tEOREMA DOKAZANA.

tEOREMA (O PROIZWODNOJ INTEGRALA S PEREMENNYM WERHNIM PREDELOM).
pUSTX FUNKCIQ f(x) INTEGRIRUEMA NA OTREZKE [a, b] I NEPRERYWNA W NEKOTOROJ TO^KE x
\TOGO OTREZKA. tOGDA FUNKCIQ (*) DIFFERENCIRUEMA W TO^KE x , I F 0(x) = f(x).

dOKAZATELXSTWO. dOSTATO^NO DOKAZATX, ^TO

lim
�x!0

✓
F (x + �x)� F (x)

�x
� f(x)

◆
= 0. (⇤⇤)
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oCENIM SWERHU MODULX WYRAVENIQ POD ZNAKOM PREDELA W LEWOJ ^ASTI \TOGO RAWENSTWA;
IMEEM

����
F (x + �x)� F (x)

�x
� f(x)

���� =

������
1

�x

0

@
x+�xZ

x

f(t)dt�
x+�xZ

x

f(x)dt

1

A

������
=

=

������
1

�x

x+�xZ

x

(f(t)� f(x))dt

������
6 1

|�x| ·

������

x+�xZ

x

|f(t)� f(x)|dt

������
.

t.K. FUNKCIQ f NEPRERYWNA W TO^KE x , TO DLQ L@BOGO " > 0 SU]ESTWUET ^ISLO � =
�(") > 0 TAKOE, ^TO PRI L@BOM t, |t�x| < �, WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO |f(t)�f(x)| < "/2.

pO\TOMU DLQ UKAZANNYH t

������

x+�xZ

x

|f(t)� f(x)|dt

������
6 "

2
· |�x|.

oKON^ATELXNO ����
F (x + �x)� F (x)

�x
� f(x)

���� 6 1

|�x| · "

2
· |�x| < ",

ESLI |�x| < � . |TO OZNA^AET SPRAWEDLIWOSTX (**). tEOREMA DOKAZANA.

sLEDSTWIE. eSLI FUNKCIQ f(x) NEPRERYWNA NA OTREZKE [a, b] , TO ONA IMEET NA \TOM
OTREZKE PERWOOBRAZNU@. w KA^ESTWE TAKOJ PERWOOBRAZNOJ MOVNO WZQTX, NAPRIMER, INTEGRAL
S PEREMENNYM WERHNIM PREDELOM.

tEOREMA. eSLI FUNKCIQ f(x) NEPRERYWNA NA OTREZKE [a, b] , I �(x) - KAKAQ-LIBO
PERWOOBRAZNAQ \TOJ FUNKCII NA UKAZANNOM OTREZKE, TO

bZ

a

f(x)dx = �(b)� �(a). (⇤)

dOKAZATELXSTWO. oDNOJ IZ PERWOOBRAZNYH FUNKCII f(x) QWLQETSQ

F (x) =

xZ

a

f(t)dt;

DWE PERWOOBRAZNYE FUNKCII f(x) RAZLI^A@TSQ SAMOE BOLX[EE NA KONSTANTU, T.E.

�(x)�
xZ

a

f(t)dt = C.

pODSTAWLQQ S@DA x = a , POLU^AEM, ^TO C = �(a). pO\TOMU

xZ

a

f(t)dt = �(x)� �(a).

2



pRI x = b POLU^AEM TREBUEMU@ FORMULU. tEOREMA DOKAZANA.
dOKAZANNU@ TEOREMU ^ASTO NAZYWA@T OSNOWNOJ TEOREMOJ INTEGRALXNOGO IS^ISLENIQ. fOR-
MULA (*) NAZYWAETSQ FORMULOJ nX@TONA-lEJBNICA; \TU FORMULU ^ASTO ZAPISYWA@T W WIDE

bZ

a

f(x)dx = �(x)
���
b

a
,

PRAWU@ ^ASTX PRI \TOM NAZYWA@T DWOJNOJ PODSTANOWKOJ OT a DO b . zAMETIM E]E, ^TO
FORMULA nX@TONA-lEJBNICA SPRAWEDLIWA I PRI a > b.

pRIMERY.

1.

bZ

a

xdx =
x2

2

����
b

a

=
b2 � a2

2
- REZULXTAT, NE BEZ TRUDA POLU^ENNYJ NAMI

RANEE.

2.

xZ

1

dt

t
= ln t

���
x

1
= ln x;

\TO RAWENSTWO SPRAWEDLIWO PRI L@BOM x > 0 .

tEOREMA (O ZAMENE PEREMENNOJ W OPREDELENNOM INTEGRALE). pUSTX FUNKCIQ f(x)
NEPRERYWNA NA OTREZKE I , A FUNKCIQ ' NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA NA OTREZKE ↵, � ,
PRI^EM '(t) 2 I DLQ L@BOGO t 2 [↵, �]. tOGDA, ESLI a = '(↵), b = '(�) , TO

bZ

a

f(x)dx =

�Z

↵

f('(t)) · '0(t)dt.

dOKAZATELXSTWO. w SILU SDELANNYH PREDPOLOVENIJ OBA INTEGRALA, WHODQ]IE W PO-
SLEDNEE RAWENSTWO, SU]ESTWU@T. pUSTX F (x) � PERWOOBRAZNAQ FUNKCII f(x) NA OTREZKE
I ; \TA PERWOOBRAZNAQ SU]ESTWUET W SILU NEPRERYWNOSTI f(x) NA I .
tOGDA F ('(t)) BUDET PERWOOBRAZNOJ FUNKCII f('(t))'0(t) NA OTREZKE [↵, �] , ^TO PROWE-
RQETSQ NEPOSREDSTWENNO. pO FORMULE nX@TONA-lEJBNICA IMEEM

bZ

a

f(x)dx = F (b)� F (a);

�Z

↵

f('(t)) · '0(t)dt = F ('(�))� F ('(↵)) = F (b)� F (a).

iZ DWUH NAPISANNYH RAWENSTW SLEDUET UTWERVDENIE TEOREMY. tEOREMA DOKAZANA.

tEOREMA (INTEGRIROWANIE PO ^ASTQM DLQ OPREDELENNOGO INTEGRALA). pUSTX FUNKCII
u(x) I v(x) NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMY NA OTREZKE [a, b] . tOGDA

bZ

a

u(x) · v0(x)dx = u(x) · v(x)
���
b

a
�

bZ

a

u0(x)v(x)dx.

3



dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM FUNKCI@

F (x) = u(x) · v(x)�
xZ

a

u0(t) · v(t)dt;

IMEEM

F 0(x) = u0(x) · v(x) + u(x) · v0(x)� u0(x) · v(x) = u(x) · v(x).

sLEDOWATELXNO, F (x) � PERWOOBRAZNAQ DLQ u(x) · v(x) . pO FORMULE nX@TONA-lEJBNICA
POLU^AEM

bZ

a

u(x) · v0(x)dx = F (x)
���
b

a
=

⇣
u(x) · v(x)�

xZ

a

u0(t) · v(t)dt
⌘���

b

a
=

= u(x) · v(x)
���
b

a
�

bZ

a

u0(x) · v(x)dx.

tEOREMA DOKAZANA.

pRIMER. rASSMOTRIM INTEGRAL

I =

⇡
2Z

⇡
3

ln tg
x

2
· sin xdx.

iMEEM

I =

⇡
2Z

⇡
3

ln tg
x

2
(� cos x)0dx = � cos x · ln tg

x

2

���
⇡
2

⇡
3

+

+

⇡
2Z

⇡
3

ctg xdx =
1

2
ln

1p
3

+ ln sin x
���

⇡
2

⇡
3

= ln
2

4
p

27
.

fUNKCIQ f(x) , ZADANNAQ NA WSEJ WE]ESTWENNOJ PRQMOJ, NAZYWAETSQ PERIODI^ESKOJ S PE-
RIODOM T 6= 0 , ESLI DLQ L@BOGO x WYPOLNQETSQ RAWENSTWO f(x + T ) = f(x).

tEOREMA(OB INTEGRALE OT PERIODI^ESKOJ FUNKCII).eSLI PERIODI^ESKAQ S PERIODOM
T > 0 FUNKCIQ f(x) INTEGRIRUEMA NA KAKOM-LIBO OTREZKE DLINY T , TO ONA INTEGRIRUEMA
NA L@BOM OTREZKE, I INTEGRAL

↵+TZ

↵

f(x)dx

NE ZAWISIT OT ↵ .

dOKAZATELXSTWO. dLQ UPRO]ENIQ DOKAZATELXSTWA PREDPOLOVIM DOPOLNITELXNO, ^TO
f(x) NEPRERYWNA PRI WSEH x . nAPI[EM O^EWIDNOE RAWENSTWO:

↵+TZ

↵

=

0Z

↵

+

TZ

0

+

↵+TZ

T

.

4



w POSLEDNEM INTEGRALE SDELAEM ZAMENU PEREMENNOJ:

↵+TZ

↵

f(x)dx =

↵Z

0

f(u + T )du =

↵Z

0

f(u)du.

sLEDOWATELXNO, W RAWENSTWE (*)

0Z

↵

+

↵+TZ

T

= 0, I

↵+TZ

↵

=

TZ

0

.

tEOREMA DOKAZANA.

pUSTX f(x) INTEGRIRUEMA NA OTREZKE [�↵; ↵] . tOGDA

↵Z

�↵

f(x)dx =

0Z

�↵

+

↵Z

0

.

pREDPOLOVIW, ^TO FUNKCIQ f(x) NEPRERYWNA, SDELAEM W PERWOM INTEGRALE ZAMENU x =
�t; POLU^IM:

0Z

�↵

f(x)dx = �
0Z

↵

f(�t)dt =

↵Z

0

f(�t)dt.

oTS@DA
↵Z

�↵

f(x)dx =

↵Z

0

(f(x) + f(�x))dx.

pO\TOMU W SLU^AE ^ETNOJ FUNKCII

↵Z

�↵

f(x)dx = 2

↵Z

0

f(x)dx,

A W SLU^AE NE^ETNOJ
↵Z

�↵

f(x)dx = 0.

5



KAFEDRA «mATEMATI^ESKOE MODELIROWANIE»

PROF. p. l. iWANKOW

iNTEGRALY I DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ

KONSPEKT LEKCIJ

DLQ STUDENTOW 1-GO KURSA 2-GO SEMESTRA

SPECIALXNOSTEJ rl1,2,3,6, bmt1,2

lEKCIQ 8

nESOBSTWENNYE INTEGRALY PO BESKONE^NOMU PROMEVUTKU (1-GO RODA).
nESOBSTWENNYE INTEGRALY OT NEOGRANI^ENNYH FUNKCIJ NA OTREZKE

(2-GO RODA).

oPREDELENNYJ INTEGRAL OT NEOGRANI^ENNOJ NA OTREZKE FUNKCII NE SU]ESTWUET; FUNK-
CI@, ZADANNU@ NA NEOGRANI^ENNOM PROMEVUTKE, NELXZQ PROINTEGRIROWATX PO \TOMU PRO-
MEVUTKU. |TI OGRANI^ENIQ OKAZYWA@TSQ NEUDOBNYMI PRI RASSMOTRENII MNOGIH TEORE-
TI^ESKIH I PRIKLADNYH ZADA^. pO\TOMU WOZNIKAET NEOBHODIMOSTX RAS[IRITX PONQTIE

INTEGRALA. |TO DELAETSQ S POMO]X@ DOPOLNITELXNOGO PREDELXNOGO PEREHODA.
rASSMOTRIM SNA^ALA INTEGRALY PO NEOGRANI^ENNOMU PROMEVUTKU.
pUSTX FUNKCIQ f(x) OPREDELENA PRI x > a I INTEGRIRUEMA NA L@BOM OTREZKE [a, b] .
tOGDA NA PROMEVUTKE [a, +1) OPREDELENA FUNKCIQ

F (b) =

bZ

a

f(x)dx.

eSLI SU]ESTWUET (KONE^NYJ) PREDEL

lim
b!+1

F (x), (⇤)

TO \TOT PREDEL NAZYWAETSQ NESOBSTWENNYM INTEGRALOM (1-GO RODA) OT FUNKCII f(x) PO

PROMEVUTKU [a, +1) I OBOZNA^AETSQ

1Z

a

f(x)dx.

w SLU^AE SU]ESTWOWANIQ PREDELA (*) POSLEDNIJ INTEGRAL NAZYWA@T SHODQ]IMSQ, W PRO-
TIWNOM SLU^AE - RASHODQ]IMSQ.

eSLI f(x) > 0 I INTEGRAL
1R
a

f(x)dx SHODITSQ, TO ZNA^ENIE \TOGO INTEGRALA MOVNO

ISTOLKOWATX GEOMETRI^ESKI KAK PLO]ADX BESKONE^NOJ KRIWOLINEJNOJ TRAPECII (RIS. 1).RIS.1

dLQ FUNKCII f(x) , ZADANNOJ DLQ x 6 b I INTEGRIRUEMOJ NA L@BOM OTREZKE [a, b] ,
MOVNO RASSMOTRETX NESOBSTWENNYJ INTEGRAL

bZ

�1

f(x)dx = lim
a!�1

bZ

a

f(x)dx.

1



rIS. 1

eSLI VE FUNKCIQ f(x) OPREDELENA NA WSEJ WE]ESTWENNOJ PRQMOJ I INTEGRIRUEMA NA L@BOM
OTREZKE [a, b] , TO, WYBRAW PROIZWOLXNO TO^KU c NA \TOM OTREZKE, MOVNO RASSMOTRETX
NESOBSTWENNYJ INTEGRAL

1Z

�1

f(x)dx = lim
a!�1

cZ

a

f(x)dx + lim
b!1

bZ

c

f(x)dx.

tAKOJ INTEGRAL S^ITAETSQ SHODQ]IMSQ, ESLI SU]ESTWU@T OBA PREDELA W PRAWOJ ^ASTI PO-
SLEDNEGO RAWENSTWA. nETRUDNO PROWERITX, ^TO SHODIMOSTX (T.E. SU]ESTWOWANIE) INTEGRALA
1Z

�1

f(x)dx I EGO ZNA^ENIE NE ZAWISQT OT WYBORA TO^KI c .

iZ OPREDELENIJ NESOBSTWENNYH INTEGRALOW SLEDUET, ^TO DLQ NEPRERYWNOJ FUNKCII f(x)
W SLU^AE SHODIMOSTI SOOTWETSTWU@]IH INTEGRALOW SPRAWEDLIWY SLEDU@]IE OBOB]ENIQ

FORMULY nX@TONA-lEJBNICA:
1Z

a

f(x)dx = F (x)
���
1

a
,

bZ

�1

f(x)dx = F (x)
���
b

�1
,

1Z

�1

f(x)dx = F (x)
���
1

�1
,

GDE F (x) - PERWOOBRAZNAQ FUNKCII f(x) NA SOOTWETSTWU@]EM PROMEVUTKE;

F (�1) = lim
x!�1

F (x), F (+1) = lim
x!+1

F (x).

pRIMER. rASSMOTRIM INTEGRAL
1Z

1

dx

x↵

pRI ↵ 6= 1 IMEEM
1Z

1

dx

x↵
=

x1�↵

1� ↵

����
1

1

=

( 1, ↵ < 1
1

↵� 1
, ↵ > 1.

pRI ↵ = 1 POLU^AEM
1Z

1

dx

x
= ln x

���
1

1
=1.

2



iTAK, INTEGRAL

1Z

1

dx

x↵
SHODITSQ PRI ↵ I RASHODITSQ PRI ↵ 6 1 .

CWOJSTWA NESOBSTWENNYH INTEGRALOW WYTEKA@T IZ IZWESTNYH SWOJSTW PREDELOW I OPREDE-
LENNYH INTEGRALOW.
w PERE^ISLENNYH NIVE SWOJSTWAH 1-3 BUDEM S^ITATX, ^TO FUNKCII f(x) I g(x) OPREDE-
LENY PRI x > a I INTEGRIRUEMY NA L@BOM OTREZKE [a, b] .

1. aDDITIWNOSTX. pUSTX c 2 [a, +1) . tOGDA NESOBSTWENNYE INTEGRALY

1Z

a

f(x)dx I

1Z

c

f(x)dx

SHODQTSQ ILI RASHODQTSQ ODNOWREMENNO I W SLU^AE SHODIMOSTI

1Z

a

=

cZ

a

+

1Z

c

.

w SAMOM DELE,
bZ

a

=

cZ

a

+

bZ

c

.

pEREHODQ ZDESX K PREDELU PRI b!1 , POLU^AEM TREBUEMOE.

2. lINEJNOSTX. pUSTX SU]ESTWU@T INTEGRALY

1Z

a

f(x)dx I

1Z

a

g(x)dx.

tOGDA DLQ L@BYH WE]ESTWENNYH ^ISEL ↵ I � SU]ESTWUET INTEGRAL OT FUNKCII ↵f(x)+�g(x)
PO PROMEVUTKU [a,1), PRI^EM

1Z

a

(↵f(x) + �g(x))dx = ↵

1Z

a

f(x)dx + �

1Z

a

g(x)dx.

sPRAWEDLIWOSTX \TOGO UTWERVDENIQ NEPOSREDSTWENNO WYTEKAET IZ OPREDELENIQ NESOBSTWEN-
NYH INTEGRALOW.

3. pUSTX FUNKCII f(x) I g(x) INTEGRIRUEMY NA PROMEVUTKE [a,1), I PUSTX

DLQ L@BOGO x IZ \TOGO PROMEVUTKA f(x) 6 g(x).
tOGDA

1Z

a

f(x)dx 6
1Z

a

g(x)dx.

dOKAZATELXSTWO O^EWIDNO.
rASSMOTRIM NESOBSTWENNYE INTEGRALY 2-GO RODA. pUSTX FUNKCIQ f(x) OPREDELENA NA

[a, b) I NE OGRANI^ENA NI NA KAKOM INTERWALE WIDA (b�✏, b), 0 < ✏ < b�a. pREDPOLOVIM
DALEE, ^TO \TA FUNKCIQ INTEGRIRUEMA NA OTREZKE [a, ⌘] PRI L@BOM ⌘ < b.
pREDEL (ESLI ON SU]ESTWUET)

lim
⌘!b�0

f(x)dx (⇤)

3



NAZYWAETSQ NESOBSTWENNYM INTEGRALOM (2-GO RODA) OT (NEOGRANI^ENNOJ) FUNKCII
f(x) PO PROMEVUTKU [a, b) I OBOZNA^AETSQ

bZ

a

f(x)dx.

mOVNO DOKAZATX, ^TO ESLI PRI WYPOLNENII PRO^IH PERE^ISLENNYH WY[E USLOWIJ FUNKCIQ
f(x) OGRANI^ENA NA [a, b), TO POSLE DOOPREDELENIQ \TOJ FUNKCII PRI x = b L@BYM ZNA-

^ENIEM POLU^AETSQ INTEGRIRUEMAQ NA [a, b] FUNKCIQ, PRI^EM INTEGRAL

bZ

a

f(x)dx RAWEN

PREDELU (*). pO\TOMU NOWOE PONQTIE POLU^AETSQ LI[X DLQ FUNKCII f(x) , NEOGRANI^ENNOJ
NA L@BOM INTERWALE WIDA (b � ", b). gEOMETRI^ESKI NESOBSTWENNYJ INTEGRAL RASSMA-
TRIWAEMOGO WIDA ISTOLKOWYWAETSQ KAK PLO]ADX NEOGRANI^ENNOJ KRIWOLINEJNOJ TRAPECII

(RIS. 2).RIS.2

rIS. 2

eSLI FUNKCIQ f(x) ZADANA NA POLUINTERWALE (a, b] I NE OGRANI^ENA NA INTERWALE

(a, a + ") PRI L@BOM ", 0 < " < b � a, I PRI \TOM INTEGRIRUEMA NA L@BOM OTREZKE

[⇠, b], ⇠ > a, TO MOVNO RASSMOTRETX PREDEL

lim
⇠!a+0

bZ

⇠

f(x)dx.

w SLU^AE SU]ESTWOWANIQ \TOT PREDEL NAZYWAETSQ NESOBSTWENNYM INTEGRALOM OT FUNKCII

f(x) PO PROMEVUTKU (a, b] I OBOZNA^AETSQ

bZ

a

f(x)dx.

w SLU^AE NEOGRANI^ENNOSTI FUNKCII f(x) , ZADANNOJ NA INTERWALE (a, b), W SOOTWETSTWU-
@]IH POLUOKRESTNOSTQH TO^EK a I b, MOVNO RASSMOTRETX INTEGRAL

bZ

a

f(x)dx = lim
⇠!a+0

cZ

⇠

f(x)dx + lim
⌘!b�0

⌘Z

c

f(x)dx, (⇤)

4



KOTORYJ SU]ESTWUET TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA SU]ESTWU@T OBA PREDELA W PRAWOJ ^ASTI.
kAK I W SLU^AE NESOBSTWENNYH INTEGRALOW 1-GO RODA, MOVNO DOKAZATX, ^TO ZNA^ENIE INTE-

GRALA

bZ

a

f(x) NE ZAWISIT OT WYBORA TO^KI c .

rAZUMEETSQ, PRI RASSMOTRENII POSLEDNEGO INTEGRALA PREDPOLAGALOSX, ^TO FUNKCIQ f(x)
INTEGRIRUEMA NA L@BOM OTREZKE [⇠, ⌘] ⇢ (a, b). dLQ NESOBSTWENNYH INTEGRALOW 2-GO RODA
SPRAWEDLIWA OBOB]ENNAQ FORMULA nX@TONA-lEJBNICA; DLQ INTEGRALA (*) \TA FORMULA
IMEET WID:

bZ

a

f(x)dx = F (b� 0)� F (a + 0),

GDE FUNKCIQ f(x) NEPRERYWNA NA (a, b) I F (x) � PERWOOBRAZNAQ \TOJ FUNKCII NA

UKAZANNOM INTERWALE; F (b� 0) = lim
x!b�0

F (x), F (a + 0) = lim
x!a+0

F (x).

pRIMERY.

1. pUSTX TREBUETSQ WY^ISLITX INTEGRAL

I =

1Z

�1

dxp
1� x2

.

pERWOOBRAZNOJ FUNKCII f(x) =
1p

1� x2
NA INTERWALE (�1, 1) QWLQETSQ FUNKCIQ F (x) =

arcsin x. pO\TOMU

I = arcsin x
���
1

�1
= ⇡.

2. rASSMOTRIM INTEGRAL

1Z

0

dx

x↵
.

nESOBSTWENNYM TAKOJ INTEGRAL QWLQETSQ PRI ↵ > 0. pUSTX ↵ 6= 1. tOGDA

1Z

0

dx

x↵
=

x1�↵

1� ↵

����
1

0

=

( 1, ↵ > 1
1

1� ↵
, ↵ < 1.

pRI ↵ = 1 IMEEM
1Z

0

dx

x
= ln x

��1
0

=1.

t.O., RASSMATRIWAEMYJ INTEGRAL SHODITSQ PRI ↵ < 1 I RASHODITSQ PRI ↵ > 1.
sWOJSTWA NESOBSTWENNYH INTEGRALOW OT NEOGRANI^ENNYH FUNKCIJ ANALOGI^NY SWOJ-

STWAM INTEGRALOW PO NEOGRANI^ENNYM PROMEVUTKAM.
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KAFEDRA «mATEMATI^ESKOE MODELIROWANIE»

PROF. p. l. iWANKOW

iNTEGRALY I DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ

KONSPEKT LEKCIJ

DLQ STUDENTOW 1-GO KURSA 2-GO SEMESTRA

SPECIALXNOSTEJ rl1,2,3,6, bmt1,2

lEKCII 9-10

pRIZNAKI SHODIMOSTI NESOBSTWENNYH INTEGRALOW. aBSOL@TNAQ I

USLOWNAQ SHODIMOSTI. nESOBSTWENNYE INTEGRALY S NESKOLXKIMI OSO-
BENNOSTQMI.

pOSKOLXKU WY^ISLITX NESOBSTWENNYJ INTEGRAL UDAETSQ DALEKO NE WSEGDA, OSNOWNOE WNI-
MANIE UDELQETSQ WOPROSAM SHODIMOSTI.
rASSMOTRIM SNA^ALA NEOTRICATELXNU@ FUNKCI@ f(x), ZADANNU@ PRI x > a I INTEGRI-
RUEMU@ NA L@BOM OTREZKE [a, b]. w \TOM SLU^AE FUNKCIQ

F (b) =

bZ

a

f(x)dx (⇤)

BUDET NEUBYWA@]EJ NA PROMEVUTKE [a, +1); PRIMENQQ IZWESTNYJ PRIZNAK SU]ESTWOWANIQ
PREDELA MONOTONNOJ FUNKCII, POLU^AEM OTS@DA, ^TO PREDEL

lim
b!+1

F (b) =

1Z

a

f(x)dx (⇤⇤)

SU]ESTWUET TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA F (b) OGRANI^ENA PRI WSEH DOSTATO^NO BOLX[IH

b. rASSMOTRIM TEOREMY, W KOTORYH ISPOLXZUETSQ POSLEDNEE ZAME^ANIE.

tEOREMA (PRIZNAK SRAWNENIQ). pUSTX FUNKCII f(x) I g(x) INTEGRIRUEMY NA

OTREZKE [a, b] PRI L@BOM b, I PUSTX DLQ L@BOGO x > a WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO

0 6 f(x) 6 g(x).

tOGDA IZ SHODIMOSTI INTEGRALA

1Z

a

g(x)dx SLEDUET SHODIMOSTX INTEGRALA

1Z

a

f(x)dx, A IZ

RASHODIMOSTI

1Z

a

f(x)dx, SLEDUET RASHODIMOSTX

1Z

a

g(x)dx .

dOKAZATELXSTWO. iZ NERAWENSTWA f(x) 6 g(x) SLEDUET, ^TO DLQ L@BOGO b

bZ

a

f(x)dx 6
bZ

a

g(x)dx.

1



eSLI WTOROJ IZ \TIH INTEGRALOW SHODITSQ, TO, WWIDU NEOTRICATELXNOSTI g(x) DLQ NEKO-
TOROJ KONSTANTY C PRI WSEH b > a WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO

bZ

a

g(x)dx 6 C.

nO TOGDA IZ PREDYDU]EGO NERAWENSTWA DLQ INTEGRALOW SLEDUET, ^TO PRI b > a

bZ

a

f(x)dx 6 C.

oTS@DA WYTEKAET SHODIMOSTX POSLEDNEGO INTEGRALA.

eSLI INTEGRAL

1Z

a

f(x)dx RASHODITSQ, A INTEGRAL

1Z

a

g(x)dx SHODITSQ, TO MY POLU^AEM

PROTIWORE^IE S TOLXKO ^TO DOKAZANNYM. pO\TOMU RASHODIMOSTX PERWOGO INTEGRALA WLE^ET
RASHODIMOSTX WTOROGO.
tEOREMA DOKAZANA.

pRIMER. pUSTX f(x) =
1

x
, g(x) =

1p
ln x + 1

. iZWESTNO, ^TO INTEGRAL

1Z

1

dx

x

RASHODITSQ. pO\TOMU IZ NERAWENSTWA
1

x
6 1p

ln x + 1
SLEDUET RASHODIMOSTX INTEGRALA

1Z

1

dxp
ln x + 1

.

tEOREMA (PRIZNAK SRAWNENIQ W PREDELXNOJ FORME). pUSTX FUNKCII f(x) I g(x) PO-
LOVITELXNY PRI x > a I INTEGRIRUEMY NA L@BOM OTREZKE [a, b]. tOGDA, ESLI SU]ESTWUET
PREDEL

lim
x!+1

f(x)

g(x)
= K, 0 < K <1,

TO INTEGRALY

1Z

a

f(x)dx I

1Z

a

g(x)dx SHODQTSQ ILI RASHODQTSQ ODNOWREMENNO.

dOKAZATELXSTWO. w TEOREME SODERVATSQ ^ETYRE UTWERVDENIQ. dOKAVEM LI[X ODNO

IZ NIH: ESLI INTEGRAL

1Z

a

f(x)dx SHODITSQ, TO SHODITSQ I INTEGRAL

1Z

a

g(x)dx. wOZXMEM

" =
K

2
> 0. tOGDA PRI WSEH x > �(") WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO

����
f(x)

g(x)
�K

���� < " () K � " <
f(x)

g(x)
< K + ".

t.K. K�" =
K

2
, TO OTS@DA SLEDUET, ^TO PRI WSEH UKAZANNYH x WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO

K

2
g(x) < f(x). nA OSNOWANII PREDYDU]EJ TEOREMY POLU^AEM, ^TO SHODITSQ INTEGRAL

1Z

�(")

K

2
· g(x)dx,

2



A TOGDA SHODITSQ I INTEGRAL

1Z

a

g(x)dx. oSTALXNYE UTWERVDENIQ TEOREMY DOKAZYWA@TSQ

ANALOGI^NO. tEOREMA DOKAZANA.

zAME^ANIE. iZ \TOJ TEOREMY WYTEKAET, ^TO ESLI f(x) I g(x) POLOVITELXNY

(PO KRAJNEJ MERE DLQ DOSTATO^NO BOLX[IH x ) I QWLQ@TSQ \KWIWALENTNYMI BESKONE^NO
MALYMI PRI x ! 1, TO INTEGRALY OT \TIH FUNKCIJ UKAZANNOGO WIDA SHODQTSQ ILI

RASHODQTSQ ODNOWREMENNO.

pRIMER. rASSMOTRIM INTEGRAL

1Z

1

arcsin
1

x
dx.

t.K. arcsin
1

x
> 0 PRI x > 1, I arcsin

1

x
⇠ 1

x
PRI x!1, TO IZ RASHODIMOSTI INTEGRALA

1R
1

dx

x
SLEDUET RASHODIMOSTX DANNOGO INTEGRALA.

aNALOGI^NYE PRIZNAKI SHODIMOSTI (RASHODIMOSTI) SPRAWEDLIWY I DLQ NESOBSTWENNYH IN-
TEGRALOW WTOROGO RODA.

pRIMER. iSSLEDOWATX NA SHODIMOSTX INTEGRAL

1Z

0

p
x · sin x · arcsin x · arctg x · sh x

(
p

1 + x� 1)(1� cos x)(ex � 1) ln(1 + x)
dx.

oBOZNA^IM PODYNTEGRALXNU@ FUNKCI@ ^EREZ f(x). pOLOVITELXNOSTX \TOJ FUNKCII DLQ
WSEH x 2 (0, 1] NE WYZYWAET SOMNENIQ. iSPOLXZUQ IZWESTNU@ TABLICU \KWIWALENTNYH

BESKONE^NO MALYH, POLU^AEM, ^TO

f(x) ⇠
p

x · x4

1
2x · 1

2x
2 · x2

=
4p
x
, x! +0.

iZWESTNO, ^TO INTEGRAL

1Z

0

dxp
x
SHODITSQ. pO\TOMU SHODITSQ I ISSLEDUEMYJ INTEGRAL.

bOLEE SLOVNYM QWLQETSQ WOPROS O SHODIMOSTI NESOBSTWENNYH INTEGRALOW OT FUNKCIJ, PRI-
NIMA@]IH ZNA^ENIQ RAZNYH ZNAKOW. pUSTX FUNKCIQ f(x) OPREDELENA PRI x > a I

INTEGRIRUEMA NA L@BOM OTREZKE [a, b]. tOGDA TO VE SAMOE WERNO I DLQ FUNKCII |f(x)|.
pO\TOMU W DANNOJ SITUACII MY MOVEM RASSMOTRETX DWA NESOBSTWENNYH INTEGRALA

I1 =

1Z

a

f(x)dx I I2 =

1Z

a

|f(x)|dx.

eSLI I2 SHODITSQ, TO PRO I1 GOWORQT, ^TO \TOT INTEGRAL SHODITSQ ABSOL@TNO. eSLI VE
I1 SHODITSQ, A I2 RASHODITSQ, TO GOWORQT, ^TO I1 SHODITSQ USLOWNO.

tEOREMA (O SHODIMOSTI ABSOL@TNO SHODQ]EGOSQ INTEGRALA). eSLI INTEGRAL
1Z

a

f(x)dx SHODITSQ ABSOL@TNO, TO ON SHODITSQ.

3



dOKAZATELXSTWO. zDESX, KAK OBY^NO, PREDPOLAGAETSQ, ^TO FUNKCIQ f(x) OPREDELENA

PRI x > a I INTEGRIRUEMA NA KAVDOM OTREZKE [a, b]. nAPI[EM O^EWIDNOE NERAWENSTWO,
WERNOE DLQ L@BOGO x > a :

0 6 f(x) + |f(x)| 6 2|f(x)|.

t.K.

1Z

a

|f(x)|dx PO USLOWI@ SHODITSQ, TO SHODITSQ I INTEGRAL

1Z

a

2 · |f(x)|dx. sLEDOWA-

TELXNO, PO PRIZNAKU SRAWNENIQ SHODITSQ INTEGRAL

1Z

a

(f(x) + |f(x)|)dx.

nO TOGDA SHODITSQ I INTEGRAL

1Z

a

f(x)dx =

1Z

a

(f(x) + |f(x)|)dx�
1Z

a

|f(x)|dx.

tEOREMA DOKAZANA.

pRIMER. iNTEGRAL

1Z

1

cos x

x
p

x
dx SHODITSQ ABSOL@TNO, T.K. SHODITSQ INTEGRAL

1Z

1

| cos x|
x
p

x
dx.

sHODIMOSTX POSLEDNEGO INTEGRALA WYTEKAET IZ O^EWIDNOGO NERAWENSTWA

| cos x|
x
p

x
6 1

x
p

x

I SHODIMOSTI INTEGRALA

1Z

1

dx

x
p

x
.

pRIWESTI PRIMER USLOWNO SHODQ]EGOSQ INTEGRALA NE TAK-TO PROSTO.

rASSMOTRIM INTEGRAL

I =

1Z

1

sin xp
x

dx.

iMEEM
AZ

1

sin xp
x

dx =

AZ

1

(� cos x)0p
x

dx = �cos xp
x

����
A

1

� 1

2

AZ

1

cos x

x
p

x
dx.

pREDEL PRAWOJ ^ASTI PRI A ! 1 SU]ESTWUET: DLQ DWOJNOJ PODSTANOWKI \TO O^EWIDNO,
A DLQ INTEGRALA \TO WERNO W SILU EGO SHODIMOSTI (USTANOWLENNOJ W POSLEDNEM PRIMERE).
tAKIM OBRAZOM, INTEGRAL I SHODITSQ. dOKAVEM, ^TO ABSOL@TNOJ SHODIMOSTI ZDESX NET.
dLQ \TOGO ZAMETIM SNA^ALA, ^TO

(K+1)⇡Z

K⇡

| sin x|dx =


x = t + K⇡

dx = dt

�
=

⇡Z

0

sin tdt = � cos t
��⇡
0

= 2,

4



I
| sin x|p

x
> | sin x|p

(K + 1)⇡
, ESLI K⇡ 6 x 6 (K + 1)⇡ , K = 1, 2, ....

oTS@DA

(n+1)⇡Z

⇡

| sin x|p
x

dx =
nX

k=1

(k+1)⇡Z

k⇡

| sin x|p
x

dx >
nX

k=1

1p
(k + 1)⇡

(k+1)⇡Z

k⇡

| sin x|dx =

=
2p
⇡

nX

k=1

1p
k + 1

> 2p
⇡

· np
n + 1

!1 PRI n!1.

pO\TOMU INTEGRAL

1Z

⇡

| sin x|p
x

dx RASHODITSQ, A TOGDA RASHODITSQ I INTEGRAL

1Z

1

| sin x|p
x

dx. iTAK, INTEGRAL

1Z

1

sin xp
x

dx SHODITSQ USLOWNO.

rASSMOTRIM E]E T.N. INTEGRALY S NESKOLXKIMI OSOBENNOSTQMI. pUSTX I � PROMEVUTOK

S GRANI^NYMI TO^KAMI a I b , �1 6 a < b 6 +1, I PUSTX SU]ESTWUET RAZBIENIE

a = x0 < x1 < ... < xn = b

\TOGO PROMEVUTKA TAKOE, ^TO NEKOTORAQ FUNKCIQ f(x), OPREDELENNAQ WO WSEH TO^KAH PRO-
MEVUTKA I ZA ISKL@^ENIEM, BYTX MOVET, TO^EK UKAZANNOGO RAZBIENIQ, INTEGRIRUEMA W
SOBSTWENNOM SMYSLE NA L@BOM OTREZKE, CELIKOM LEVA]EM NA KAKOM-LIBO IZ INTEGRALOW
(xi�1, xi), i = 1, ..., n. w \TOJ SITUACII MOVNO RASSMOTRETX (WOOB]E GOWORQ, NESOBSTWEN-
NYE) INTEGRALY

xiZ

xi�1

f(x)dx, i = 1, 2, ..., n.

eSLI WSE \TI INTEGRALY SHODQTSQ, TO GOWORQT, ^TO f(x) INTEGRIRUEMA NA PROMEVUTKE I;
SOOTWETSTWU@]IJ NESOBSTWENNYJ INTEGRAL OPREDELQETSQ RAWENSTWOM

bZ

a

f(x)dx =
nX

i=1

xiZ

xi�1

f(x)dx.

iSPOLXZUQ SWOJSTWA INTEGRALOW, MOVNO POKAZATX, ^TO PRAWAQ ^ASTX NE ZAWISIT OT WYBORA
RAZBIENIQ, OBLADA@]EGO UKAZANNYMI WY[E SWOJSTWAMI.

pRIMER. rASSMOTRIM INTEGRAL I =

1Z

�1

dx
3
p

x(x2 � 1)
. rAZBIENIE, O KOTOROM RE^X W

POSLEDNEM OPREDELENII, SOSTOIT IZ TO^EK �1, 0, 1;

I =

0Z

�1

+

1Z

0

.

oBA POSLEDNIH INTEGRALA SHODQTSQ, PO\TOMU FUNKCIQ f(x) =
1

3
p

x(x2 � 1)
INTEGRIRUEMA

NA (�1; 1).
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KAFEDRA «mATEMATI^ESKOE MODELIROWANIE»

PROF. p. l. iWANKOW

iNTEGRALY I DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ

KONSPEKT LEKCIJ

DLQ STUDENTOW 1-GO KURSA 2-GO SEMESTRA

SPECIALXNOSTEJ rl1,2,3,6, bmt1,2

lEKCIQ 11

wY^ISLENIE PLO]ADEJ PLOSKIH FIGUR, OGRANI^ENNYH KRIWYMI, ZA-
DANNYMI W DEKARTOWYH KOORDINATAH, PARAMETRI^ESKII I W POLQRNYH
KOORDINATAH.

rASSMOTRIM WOPROS O WY^ISLENII PLO]ADI S POMO]X@ OPREDELENNOGO INTEGRALA. wY[E
BYLO USTANOWLENO, ^TO PRI f(x) > 0 PLO]ADX S SOOTWETSTWU@]EJ KRIWOLINEJNOJ

TRAPECII WY^ISLQETSQ PO FORMULE

S =

bZ

a

f(x)dx.

eSLI NA OTREZKE [a, b] FUNKCIQ f(x) NEPOLOVITELXNA, T.E. f(x) 6 0, TO, O^EWIDNO,

S = �
bZ

a

f(x)dx.

pOLXZUQSX \TIMI ZAME^ANIQMI, NETRUDNO USTANOWITX, ^TO ESLI PLOSKAQ GEOMETRI^ESKAQ
FIGURA OGRANI^ENA SWERHU I SNIZU SOOTWETSTWENNO GRAFIKAMI NEPRERYWNYH FUNKCIJ  (x)
I '(x),  (x) > '(x), a 6 x 6 b, A S BOKOW - OTREZKAMI PRQMYH x = a I x = b, TO PLO]ADX
S \TOJ FIGURY WY^ISLQETSQ PO FORMULE

S =

bZ

a

( (x)� '(x))dx.

eSLI PLOSKAQ KRIWAQ ZADANA PARAMETRI^ESKI, T.E. W WIDE

x = '(t), y =  (t), ↵ 6 t 6 �,

PRI^EM

'(↵) = a, '(�) = b, a < b, '0(t) > 0 NA [↵, �],

TO \TU VE KRIWU@ MOVNO ZADATX I QWNYM URAWNENIEM

y = y(x), a 6 x 6 b,

GDE y(x) =  ('�1(x)); '�1(x) � FUNKCIQ, OBRATNAQ PO OTNO[ENI@ K '(t). wSE \TO

HORO[O IZWESTNO IZ NA^ALXNOGO KURSA ANALIZA.

1



eSLI y(x) > 0, TO PLO]ADX S SOOTWETSTWU@]EJ KRIWOLINEJNOJ TRAPECII MOVNO WY^I-
SLITX SLEDU@]IM OBRAZOM:

S =

bZ

a

y(x)dx =

bZ

a

 ('�1(x))dx =


x = '(t)

dx = '0(t)dt

�
=

=

�Z

↵

 ('�1('(t))) · '0(t)dt =

�Z

↵

 (t)'0(t)dt.

t.O., W DANNOM SLU^AE SPRAWEDLIWA FORMULA

S =

�Z

↵

 (t)'0(t)dt.

nETRUDNO WIDETX, ^TO PRI '0(t) < 0 \TA FORMULA SPRAWEDLIWA LI[X S TO^NOSTX@ DO ZNAKA;
PO\TOMU W OB]EM SLU^AE

S =

�Z

↵

 (t)|'0(t)|dt.

pRIMER. wY^ISLIM PLO]ADX, OGRANI^ENNU@ \LLIPSOM
x2

a2
+

y2

b2
= 1.

zAPI[EM PARAMETRI^ESKIE URAWNENIQ DANNOGO \LLIPSA:

x = a cos t, y = b sin t, 0 6 t 6 2⇡.

pRI TAKOM PREDSTAWLENII DUGA \LLIPSA, LEVA]AQ W PERWOJ ^ETWERTI, OTWE^AET IZMENENI@
PARAMETRA t NA OTREZKE [0, ⇡/2]. iSPOLXZUQ SIMMETRI^NOSTX \LLIPSA, DLQ ISKOMOJ
PLO]ADI S POLU^AEM FORMULU

S = 4

⇡/2Z

0

b sin t|� a sin t|dt = 4ab

⇡/2Z

0

sin2 tdt =

= 4ab

⇡/2Z

0

1� cos 2t

2
dt = 4ab

✓
t

2
� sin 2t

4

◆����
⇡/2

0

= ⇡ab, T.E. S = ⇡ab.

kRIWOLINEJNYM SEKTOROM NAZYWAETSQ GEOMETRI^ESKAQ FIGURA, OGRANI^ENNAQ OTREZKAMI
LU^EJ ' = ↵, ' = � I KRIWOJ r = r('), ' 2 [↵, �] (RIS. 1).RIS.1

dLQ WY^ISLENIQ PLO]ADI KRIWOLINEJNOGO SEKTORA RASSMOTRIM RAZBIENIE

↵ = '0 < '1 < ... < 'n = � OTREZKA [↵, �]

I PREDPOLOVIW, ^TO r(') NEPRERYWNA NA RASSMATRIWAEMOM OTREZKE (RIS. 2), NAPI[EMRIS.2
O^EWIDNOE NERAWENSTWO

1

2
r2(⌘i)�'i 6 Si 6 1

2
r2(⇠i)�'i, (⇤)

2



rIS. 1

rIS. 2

W KOTOROM Si � PLO]ADX KRIWOLINEJNOGO SEKTORA, OTWE^A@]EGO IZMENENI@ ' NA OTREZKE

['i�1, 'i]; r(⌘i) I r(⇠i) � SOOTWETSTWENNO NAIMENX[EE I NAIBOLX[EE ZNA^ENIQ FUNK-
CII r(') NA UKAZANNOM ^ASTI^NOM OTREZKE RAZBIENII; PRI SOSTAWLENII NERAWENSTWA (*)
BYLA ISPOLXZOWANA IZWESTNAQ [KOLXNAQ FORMULA DLQ PLO]ADI KRIWOLINEJNOGO SEKTORA.
kROME TOGO, MY PREDPOLAGAEM DOPOLNITELXNO, ^TO r(') NEPRERYWNA NA OTREZKE [↵, �].
sUMMIRUQ NERAWENSTWA (*) PO i = 1, 2, ..., n POLU^IM, ^TO DLQ PLO]ADI S RASSMATRIWAE-
MOGO KRIWOLINEJNOGO SEKTORA SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

1

2

nX

i=1

r2(⌘i)�'i 6 S 6 1

2

nX

i=1

r2(⇠i)�'i.

pEREHODQ ZDESX K PREDELU PRI maxi�'i ! 0, POLU^AEM TREBUEMU@ FORMULU:

S =
1

2

�Z

↵

r2(')d'.

pRIMER. pUSTX TREBUETSQ WY^ISLITX PLO]ADX, OGRANI^ENNU@ LEMNISKATOJ bERNULLI
r = a

p
2 cos 2' (RIS. 3).RIS.3

iSPOLXZUQ SIMMETRI^NOSTX \TOJ KRIWOJ, POLU^AEM:

S = 4 · 1

2

⇡/4Z

0

a2 · 2 cos 2'd' = 4a2 sin 2'

2

����
⇡/4

0

= 2a2.

3
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KAFEDRA «mATEMATI^ESKOE MODELIROWANIE»

PROF. p. l. iWANKOW

iNTEGRALY I DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ

KONSPEKT LEKCIJ

DLQ STUDENTOW 1-GO KURSA 2-GO SEMESTRA

SPECIALXNOSTEJ rl1,2,3,6, bmt1,2

lEKCII 12-13

wY^ISLENIE OB_EMOW TEL PO PLO]ADQM POPERE^NYH SE^ENIJ I OB_-
EMOW TEL WRA]ENIQ. wY^ISLENIE DLINY DUGI KRIWOJ I PLO]ADI PO-
WERHNOSTI WRA]ENIQ. mETOD sIMPSONA PRIBLIVENNOGO WY^ISLENIQ
OPREDELENNOGO INTEGRALA.

oPREDELENNYE INTEGRALY MOVNO PRIMENQTX I DLQ WY^ISLENIQ OB_EMOW. pUSTX TELO
M (RIS. 1) ZAKL@^ENO MEVDU PLOSKOSTQMI x = a I x = b , I PUSTX DLQ KAVDOJ TO^KIRIS.1
x 2 [a, b] IZWESTNA PLO]ADX S(x) FIGURY, POLU^A@]EJSQ W SE^ENII TELA M PLOSKOSTX@,
PERPENDIKULQRNOJ OSI ABSCISS I PROHODQ]EJ ^EREZ UKAZANNU@ TO^KU. pREDPOLOVIM DALEE,
^TO PROEKCII DWUH SE^ENIJ TELA M TAKIMI PLOSKOSTQMI NA PLOSKOSTX OY Z LEVAT ODNA

W DRUGOJ (WO WSQKOM SLU^AE, DLQ SE^ENIJ, OTWE^A@]IH DOSTATO^NO BLIZKIM PLOSKOSTQM).
rAZOBXEM OTREZOK [a, b] NA ^ASTI TO^KAMI

a = x0 < x1 < ... < xn = b. (⇤)

rIS. 1

tOGDA OB_EM Vi ^ASTI Mi TELA, RASPOLOVENNOJ MEVDU PLOSKOSTQMI x = xi�1

I x = xi W SILU SDELANNOGO WY[E PREDPOLOVENIQ O PROEKCIQH SE^ENIJ TELA M PRI

DOSTATO^NO MALOM DIAMETRE RAZBIENIQ (*) UDOWLETWORQET NERAWENSTWU

S(⌘i)�xi 6 Vi 6 S(⇠i)�xi ,

GDE S(⌘i) I S(⇠i) � SOOTWETSTWENNO MINIMALXNOE I MAKSIMALXNOE ZNA^ENIE FUNKCII

S(x) NA OTREZKE [xi�1, xi]; ZDESX MY PREDPOLAGAEM DOPOLNITELXNO, ^TO S(x) NEPRERYWNA
NA [a, b].
gEOMETRI^ESKIJ SMYSL WELI^IN S(⌘i)�xi I S(⇠i)�xi O^EWIDEN - \TO OB_EMY PRQMYH

1



KRUGOWYH CILINDROW, ODIN IZ KOTORYH SODERVITSQ W ^ASTI Mi TELA M, A DRUGOJ

SODERVIT WNUTRI SEBQ \TU ^ASTX. pEREHODQ W \TOM NERAWENSTWE K PREDELU PRI maxi�xi !
0, POLU^IM NERAWENSTWO

V =

bZ

a

S(x)dx , GDE V =
nX

i=1

Vi � OB_EM TELA M.

eSLI TELO M POLU^ENO WRA]ENIEM GRAFIKA NEPRERYWNOJ FUNKCII y = f(x) , a 6
x 6 b, TO, O^EWIDNO,

S(x) = ⇡f
2(x),

I MY POLU^AEM TAKU@ FORMULU DLQ WY^ISLENIQ OB_EMA TELA WRA]ENIQ:

V + ⇡

bZ

a

f
2(x)dx.

pRIMER. nAJTI OB_EM \LLIPSOIDA

x
2

a2
+

y
2

b2
+

z
2

c2
= 1.

rASSMATRIWAEMOE TELO RASPOLOVENO MEVDU PLOSKOSTQMI x = ±a. w SE^ENII \TOGO TELA

PLOSKOSTX@, PROHODQ]EJ ^EREZ TO^KU x 2 (�a, a) PERPENDIKULQRNO OSI ABSCISS, IMEEM
\LLIPS

y
2

b2(1� x2

a2 )
+

z
2

c2(1� x2

a2 )
= 1.

pLO]ADX SE^ENIQ S(x) RAWNA

S(x) = ⇡bc

✓
1� x

2

a2

◆
=

⇡bc

a2
(a2 � x

2).

zAMETIM, ^TO \TO RAWENSTWO SPRAWEDLIWO I PRI x = ±a. oTS@DA DLQ ISKOMOGO OB_EMA V

POLU^AEM:

V = 2

aZ

0

S(x)dx =
2⇡bc

a2

aZ

0

(a2 � x
2)dx =

2⇡bc

a2

✓
a

2
x� x

3

3

◆����
a

0

=
4

3
⇡abc.

rASSMOTRIM WOPROS O WY^ISLENII DLINY DUGI KRIWOJ. w NA^ALXNOM KURSE ANALIZA BYLO
USTANOWLENO, ^TO NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMAQ PLOSKAQ KRIWAQ �, ZADANNAQ URAWNENI-
QMI

x = x(t), y = y(x), a 6 t 6 b

SPRQMLQEMA, I PROIZWODNAQ S
0(t) PEREMENNOJ DLINY DUGI WY^ISLQETSQ PO FORMULE:

S
0(t) =

p
(x0(t))2 + (y0(t))2.

t.K. ODNOJ IZ PERWOOBRAZNYH FUNKCII IZ PRAWOJ ^ASTI \TOGO RAWENSTWA QWLQETSQ

F (t) =

tZ

a

p
(x0(⌧))2 + (y0(⌧))2d⌧,

2



TO OTS@DA, POSKOLXKU F (a) = 0, SLEDUET RAWENSTWO

S(t) =

tZ

a

p
(x0(⌧))2 + (y0(⌧))2d⌧.

pO\TOMU DLQ DLINY WSEJ KRIWOJ IMEEM FORMULU

l(�) =

bZ

a

p
(x0(t))2 + (y0(t))2dt.

eSLI KRIWAQ � ZADANA QWNO URAWNENIEM

y = y(x), a 6 x 6 b,

TO, BERQ x W KA^ESTWE PARAMETRA, POLU^AEM TAKU@ FORMULU

l(�) =

bZ

a

p
1 + (y0(x))2dx.

pUSTX KRIWAQ � ZADANA W POLQRNYH KOORDINATAH:

r = r('), ↵ 6 ' 6 �.

tOGDA x = r(') cos ', y = r(') sin ', ↵ 6 ' 6 �;

p
(x0('))2 + (y0('))2 =

p
(r0(') cos '� r(') sin ')2 + (r0(') sin ' + r(') cos ')2 =

=
p

(r0('))2 + r2(').

pO\TOMU

l(�) =

�Z

↵

p
(r0('))2 + r2(')d'.

oTMETIM E]E FORMULU

l(�) =

bZ

a

p
(x0(t))2 + (y0(t))2 + (z0(t))2dt

DLQ DLINY PROSTRANSTWENNOJ KRIWOJ �, ZADANNOJ URAWNENIQMI

x = x(t), y = y(t), z = z(t), a 6 t 6 b.

pRIMER. pUSTX KRIWAQ � ZADANA URAWNENIQMI

x = cos t, y = sin t, z = ch t, 0 6 t 6 1.

tOGDA

l(�) =

1Z

0

p
sin2

t + cos2 t + sh2
tdt =

1Z

0

p
1 + sh2

tdt =

3



rIS. 2

=

1Z

0

ch tdt = sh t|10 = sh 1 =
e
2 � 1

2e
.

rASSMOTRIM PONQTIE PLO]ADI POWERHNOSTI WRA]ENIQ (RIS. 2).RIS.2

iZ KURSA \LEMENTARNOJ STEREOMETRII IZWESTNO, ^TO PLO]ADX BOKOWOJ POWERHNOSTI USE^EN-
NOGO KONUSA RAWNA

2⇡
r1 + r2

2
· l.

pUSTX PLOSKAQ KRIWAQ � ZADANA W WIDE GRAFIKA NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMOJ NEO-
TRICATELXNOJ FUNKCII

y = y(x), a 6 x 6 b,

I PUSTX POWERHNOSTX S POLU^ENA WRA]ENIEM \TOJ KRIWOJ WOKRUG OSI OX (RIS. 3).RIS.3

rIS. 3

rASSMOTRIM RAZBIENIE ⌧

a = x0 < x1 < ... < xn = b OTREZKA [a, b],

POSTROIM LOMANU@ S WER[INAMI W TO^KAH (xi, y(xi)), i = 0, 1, ..., n, WPISANNU@ W KRIWU@

�, I RASSMOTRIM POWERHNOSTX S
0
, POLU^ENNU@ WRA]ENTEM \TOJ LOMANNOJ WOKRUG OSI OX.

|TA POWERHNOSTX QWLQETSQ OB_EDINENIEM BOKOWYH POWERHNEOSTEJ USE^ENNYH KONUSOW, I EE
PLO]ADX

µS
0 =

nX

i=1

2⇡
y(xi�1) + y(xi)

2

p
(xi � xi�1)2 + (y(xi)� y(xi�1))2.

pLO]ADX@ µS POWERHNOSTI S, POLU^ENNOJ WRA]ENIEM KRIWOJ � WOKRUG OSI OX,

NAZYWAETSQ PREDEL PLO]ADEJ µS
0 PRI �(⌧) = maxi�xi ! 0. dLQ WY^ISLENIQ \TOGO

4



PREDELA PREOBRAZUEM UKAZANNOE WY[E WYRAVENIE DLQ µS
0
, ISPOLXZUQ UVE IZWESTNYJ

PRIEM S PRIMENENIEM TEOREMY lAGRANVA:

µS
0 = 2⇡

nX

i=1

y(xi�1) + y(xi)

2

p
1 + (y0(⇠i))2�xi = 2⇡

nX

i=1

y(⇠i)
p

1 + (y0(⇠i))2�xi+

+2⇡
nX

i=1

✓
y(xi�1) + y(xi)

2
� y(⇠i)

◆
·
p

1 + (y0(⇠i))2�xi. (⇤)

pRI �(⌧) ! 0 PERWAQ SUMMA, O^EWIDNO, STREMITSQ K INTEGRALU

2⇡

bZ

a

y(x)
p

1 + (y0(x))2dx.

wTOROE SLAGAEMOE PRI UKAZANNOM PREDELXNOM PEREHODE STREMITSQ K NUL@. ~TOBY DOKAZATX
\TO, ZAMETIM SNA^ALA, ^TO y

0(x) W SILU NEPRERYWNOSTI OGRANI^ENA NA OTREZKE [a, b] :

|y0(x)| 6 M DLQ L@BOGO x 2 [a, b].

pO\TOMU ����
y(xi�1) + y(xi)

2
� y(⇠i)

���� 6 |y(xi�1)� y(⇠i)| + |y(xi)� y(⇠i)|
2

=

=
|y0(⌘i)(⇠i � xi�1)| + |y0(⇠i)(xi � ⇠i)|

2
6 M�xi.

pOLXZUQSX \TOJ OCENKOJ, POLU^AEM
�����

nX

i=1

✓
y(xi�1) + y(xi)

2
� y(⇠i)

◆p
1 + (y0(⇠i))2�xi

����� 6
nX

i=1

M
p

1 + M2�x
2
i 6

6 �(⌧)M
p

1 + M2

nX

i=1

�xi = �(⌧)M
p

1 + M2(b� a) ! 0 PRI �(⌧) ! 0.

pO\TOMU W (*) WTORAQ SUMMA STREMITSQ K NUL@ PRI �(⌧) ! 0 I DLQ PLO]ADI POWERHNOSTI

WRA]ENIQ IMEEM FORMULU

µS = 2⇡

bZ

a

y(x) ·
p

1 + (y0(x))2dx.

zAMETIM, ^TO ESLI W \TOJ FORMULE ZAMENITX POD ZNAKOM INTEGRALA y(x) NA |y(x)|, TO

USLOWIE NEOTRICATELXNOSTI FUNKCII y(x) MOVNO OTBROSITX.

pRIMER. pLO]ADX POWERHNOSTI WYTQNUTOGO \LLIPSOIDA WRA]ENIQ. tAKOJ \LLIPSOID
POLU^AETSQ PRI WRA]ENII WOKRUG OSI OX \LLIPSA

x
2

a2
+

y
2

b2
= 1, a > b.

iMEEM

y
2 = b

2 � b
2

a2
x

2
, y · y0 = � b

2

a2
x,
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y

p
1 + y02 =

p
y2 + (yy0)2 =

r
b2 � b

2

a2
x

2 +
b
4

a4
x

2 =
b

a

r
a2 � a2 � b2

a2
x2.

oTNO[ENIE
a

2 � b
2

a2
= "

2
, GDE " � \KSCENTRISITET \LLIPSA, PO\TOMU, U^ITYWAQ SIM-

METRI^NOSTX RASSMATRIWAEMOJ POWERHNOSTI, DLQ ISKOMOJ PLO]ADI µS POLU^AEM TAKOE

WYRAVENIE (KOTOROE PREOBRAZOWYWAEM S POMO]X@ ZAMENY x =
t

"
):

µS = 4⇡
b

a

aZ

0

p
a2 � "2x2 dx = 4⇡

b

a"

a"Z

0

p
a2 � t2dt.

iSPOLXZUQ NAJDENNU@ RANEE PERWOOBRAZNU@

Z p
a2 � t2 dt =

t

2

p
a2 � t2 +

a
2

2
arcsin

t

a
+ C,

POLU^AEM OTS@DA:

µS = 4⇡
b

a"

✓
t

2

p
a2 � t2 +

a
2

2
arcsin

t

a

◆����
a"

0

= 4⇡
b

a"

✓
a"

2

p
a2 � a2"2 +

a
2

2
arcsin "

◆
.

t.K. a
2 � a

2
"
2 = a

2 � a
2a

2 � b
2

a

2

= b
2
, TO OKON^ATELXNO IMEEM

µS = 4⇡
b

a"

✓
ab"

2
+

a
2

2
arcsin "

◆
= 2⇡b

⇣
b +

a

"
arcsin "

⌘
.

rASSMOTRIM TEPERX FORMULU sIMPSONA, POZWOLQ@]U@ NAHODITX PRIBLIVENNYE ZNA^ENIQ
OPREDELENNYH INTEGRALOW. fORMULY DLQ PRIBLIVENNYH ZNA^ENIJ INTEGRALOW NAZYWA@TSQ
KWADRATURNYMI FORMULAMI.
pUSTX NA OTREZKE [a, b] ZADANA FUNKCIQ f(x). wOZXMEM RAZBIENIE \TOGO OTREZKA TO^KAMI

xi = a +
b� a

n
i, i = 0, 1, ..., n,

NA n RAWNYH ^ASTEJ I WYBEREM TO^KI

⇠i =
xi + xi�1

2
= a +

b� a

n

✓
i� 1

2

◆
,

QWLQ@]IESQ SEREDINAMI OTREZKOW RAZBIENIQ.

nA KAVDOM OTREZKE [xi�1, xi] ZAMENIM PRIBLIVENNO INTEGRAL

xiZ

xi�1

f(x)dx INTEGRALOM

xiZ

xi�1

(Ax
2 + Bx + C)dx (⇤)

OT KWADRATI^NOJ FUNKCII, GRAFIK KOTOROJ PROHODIT ^EREZ TO^KI

(xi�1, f(xi�1)), (⇠i, f(⇠i)), (xi, f(xi)).

nEPOSREDSTWENNOE NAHOVDENIE KO\FFICIENTOW A, B, C SWQZANO S GROMOZDKIMI WY^ISLE-
NIQMI, KOTORYH MOVNO IZBEVATX, NAPRIMER, SLEDU@]IM OBRAZOM. w INTEGRALE (*) SDELAEM
ZAMENU PEREMENNOJ x = t + ⇠i. tOGDA POLU^IM INTEGRAL

⌘Z

�⌘

⇣
Ãt

2 + B̃t + C̃

⌘
dt, GDE ⌘ =

1

2
�xi,
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Ãt
2 + B̃t + C̃ = A(t + ⇠i)

2 + B(t + ⇠i) + C.

pODSTAWLQQ W POSLEDNEE RAWENSTWO WMESTO t POSLEDOWATELXNO ^ISLA �⌘, 0, ⌘, POLU^AEM

TAKU@ SISTEMU URAWNENIJ DLQ NAHOVDENIQ KO\FFICIENTOW Ã, B̃ I C̃ :

8
<

:

Ã⌘
2 � B̃⌘ + C̃ = f(xi�1)

C̃ = f(⇠i)
Ã⌘

2 + B̃⌘ + C̃ = f(xi).

iSPOLXZUQ SPECIFIKU \TOJ SISTEMY, LEGKO NAHODIM, ^TO

Ã =
f(xi�1) + f(xi)� 2f(⇠i)

2⌘2
,

B̃ =
f(xi)� f(xi�1)

2⌘
, C̃ = f(⇠i).

pO\TOMU POSLEDNIJ INTEGRAL RAWEN

✓
Ã

t
3

3
+ B̃

t
2

2
+ C̃t

◆����
⌘

�⌘

= 2 · f(xi�1) + f(xi)� 2f(⇠i)

2⌘2
· ⌘

3

3
+ 2f(⇠i)⌘ =

=
f(xi�1) + f(xi) + 4f(⇠i)

3
· ⌘ =

f(xi�1) + f(xi) + 4f(⇠i)

6
�xi.

tAKOWO VE I ZNA^ENIE INTEGRALA (*), IZ KOTOROGO WY^ISLENNYJ INTEGRAL BYL POLU^EN

ZAMENOJ PEREMENNOJ. dLQ ISHODNOGO INTEGRALA

bZ

a

f(x)dx POLU^AEM TEPERX TAKU@ PRI-

BLIVENNU@ FORMULU:

bZ

a

f(x)dx ⇡ �xi

6

nX

i=1

(f(xi�1) + f(xi) + 4f(⇠i)) =

=
b� a

6n

 
f(a) + f(b) + 2

n�1X

i=1

f(xi) + 4
nX

i=1

f(⇠i)

!
,

W KOTOROJ xi = a +
b� a

n
i, i = 1, ..., n� 1, ⇠i = a +

b� a

n

✓
i� 1

2

◆
, i = 1, ..., n.

pOLU^ENNAQ PRIBLIVENNAQ FORMULA NAZYWAETSQ FORMULOJ sIMPSONA. mOVNO DOKA-
ZATX, ^TO ESLI f(x) ^ETYREVDY NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA NA OTREZKE [a, b], I

|f (4)(x)| 6 M DLQ WSEH x IZ \TOGO OTREZKA, TO ABSOL@TNAQ POGRE[NOSTX FORMULY sIM-
PSONA OCENIWAETSQ SWERHU WELI^INOJ

1

2880
· M(b� a)5

n4
.

7



KAFEDRA «mATEMATI^ESKOE MODELIROWANIE»

PROF. p. l. iWANKOW

iNTEGRALY I DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ

KONSPEKT LEKCIJ

DLQ STUDENTOW 1-GO KURSA 2-GO SEMESTRA

SPECIALXNOSTEJ rl1,2,3,6, bmt1,2

lEKCIQ 14

zADA^I, PRIWODQ]IE K DIFFERENCIALXNYM URAWNENIQM. dIFFEREN-
CIALXNOE URAWNENIE PERWOGO PORQDKA, EGO RE[ENIQ. ~ASTNYE I OB-
]IE RE[ENIQ. iNTEGRALXNYE KRIWYE. pONQTIE ^ASTNOJ PROIZWODNOJ
FUNKCII NESKOLXKIH PEREMENNYH. zADA^A kO[I DLQ DIFFERENCIALX-
NOGO URAWNENIQ PERWOGO PORQDKA. tEOREMA kO[I O SU]ESTWOWANII

RE[ENIQ DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ (BEZ DOKAZATELXSTWA).

dIFFERENCIALXNYMI URAWNENIQMI NAZYWA@TSQ URAWNENIQ, W KOTORYH NEIZWESTNYMI
QWLQ@TSQ FUNKCII ODNOJ ILI NESKOLXKIH PEREMENNYH, PRI^EM W URAWNENIQ WHODQT NE

TOLXKO SAMI FUNKCII, NO I IH PROIZWODNYE. eSLI NEIZWESTNYMI QWLQ@TSQ FUNKCII NE-
SKOLXKIH PEREMENNYH, TO URAWNENIQ NAZYWA@TSQ URAWNENIQMI W ^ASTNYH PROIZWODNYH. w
PROTIWNOM SLU^AE, T.E. ESLI NEIZWESTNYE FUNKCII QWLQ@TSQ FUNKCIQMI ODNOJ PEREMEN-
NOJ, URAWNENIQ NAZYWA@TSQ OBYKNOWENNYMI DIFFERENCIALXNYMI URAWNENIQMI. mY BUDEM
IZU^ATX OBYKNOWENNYE DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ I SISTEMY TAKIH URAWNENIJ.
pRIMER. sOSTAWITX URAWNENIE KRIWOJ, PROHODQ]EJ ^EREZ TO^KU M(0; 1), U KOTOROJ

UGLOWOJ KO\FFICIENT KASATELXNOJ W KAVDOJ TO^KE RAWEN ORDINATE TO^KI KASANIQ.
pO USLOWI@, ESLI URAWNENIE KRIWOJ IMEET WID y = y(x), TO

y0 = y.
dOPOLNITELXNO IZWESTNO, ^TO y(0) = 1.
pOLU^ENNOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE QWLQETSQ PRIMEROM URAWNENIQ PERWOGO PO-

RQDKA; PORQDKOM DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ NAZYWAETSQ NAIWYS[IJ PORQDOK PROIZ-
WODNOJ NEIZWESTNOJ FUNKCII, WHODQ]EJ W URAWNENIE. w OB]EM WIDE DIFFERENCIALXNOE

URAWNENIE 1-GO PORQDKA MOVNO ZAPISATX TAK:

F (x, y, y0) = 0, (1)

GDE x – NEZAWISIMAQ PEREMENNAQ, y = y(x) – NEIZWESTNAQ FUNKCIQ, y0 = y0(x) – PROIZWODNAQ
\TOJ FUNKCII, A F – ZADANNAQ FUNKCIQ TREH PEREMENNYH.
rE[ENIEM TAKOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ NAZYWAETSQ FUNKCIQ y = y(x), OPRE-

DELENNAQ I DIFFERENCIRUEMAQ NA NEKOTOROM INTERWALE I, POSLE PODSTANOWKI KOTOROJ W
URAWNENIE (1) POLU^AETSQ WERNOE RAWENSTWO PRI L@BOM x 2 I. gRAFIK RE[ENIQ DIF-
FERENCIALXNOGO URAWNENIQ NAZYWAETSQ INTEGRALXNOJ KRIWOJ \TOGO URAWNENIQ. pROCESS

NAHOVDENIQ RE[ENIJ DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ ^ASTO NAZYWA@T INTEGRIROWANIEM, A
SAMI RE[ENIQ – INTEGRALAMI \TOGO URAWNENIQ.
nAM POTREBU@TSQ NEKOTORYE PONQTIQ, OTNOSQ]IESQ K FUNKCIQM DWUH PEREMENNYH. wSE

MNOVESTWA, O KOTORYH IDET RE^X W NIVESLEDU@]IH OPREDELENIQH, QWLQ@TSQ PLOSKIMI.
oKRESTNOSTX@ TO^KI NA PLOSKOSTI NAZYWAETSQ OTKRYTYJ KRUG (T.E. KRUG BEZ TO^EK OGRA-
NI^IWA@]EJ EGO OKRUVNOSTI) POLOVITELXNOGO RADIUSA S CENTROM W \TOJ TO^KE. mNOVESTWO

1



NAZYWAETSQ OTKRYTYM, ESLI WMESTE S KAVDOJ SWOEJ TO^KOJ ONO SODERVIT I NEKOTORU@ EE
OKRESTNOSTX. mNOVESTWO NAZYWAETSQ SWQZNYM, ESLI L@BYE DWE EGO TO^KI MOVNO SOEDI-
NITX NEPRERYWNOJ KRIWOJ, CELIKOM LEVA]EJ W \TOM MNOVESTWE. mNOVESTWO NAZYWAETSQ
OBLASTX@, ESLI ONO ODNOWREMENNO OTKRYTO I SWQZNO.

pRIMERY. kRUG K =
�
(x, y) : x2 + y2 < 1

 
RADIUSA 1 S CENTROM W NA^ALE KOORDINAT

QWLQETSQ OTKRYTYM MNOVESTWOM; KRUG K =
�
(x, y) : x2 + y2 6 1

 
OTKRYTYM MNOVESTWOM

NE QWLQETSQ.
oBA KRUGA K I K QWLQ@TSQ PRIMERAMI SWQZNYH MNOVESTW; PRI \TOM KRUG K QWLQETSQ

OBLASTX@. oB_EDINENIE DWUH NEPERESEKA@]IHSQ KRUGOW NE QWLQETSQ SWQZNYM MNOVESTWOM
(I, SLEDOWATELXNO, NE QWLQETSQ OBLASTX@).

M1 M2

x

y rIS.1

uRAWNENIEM, RAZRE[ENNYM OTNOSITELXNO PROIZWODNOJ, NAZYWAETSQ URAWNENIE WIDA

y0 = f(x, y). (2)

pUSTX PRAWAQ ^ASTX \TOGO URAWNENIQ OPREDELENA NA NEKOTOROJ OBLASTI G PLOSKOSTI PERE-
MENNYH x I y, A FUNKCIQ

y = f(x,s ). (3)

OPREDELENA NA OBLASTI D PLOSKOSTI PEREMENNYH x, C.

O

G
y

x

rIS.2

O

C0

C
y = y(x,C0)

y = y(x, C)
y

x

rIS.3

fUNKCIQ (3) NAZYWAETSQ OB]IM RE[ENIEM URAWNENIQ (2), ESLI WYPOLNENY SLEDU@]IE
USLOWIQ.

1. pRI L@BOM FIKSIROWANNOM C FUNKCIQ y = y(x, C) ESTX RE[ENIE DANNOGO DIFFEREN-
CIALXNOGO URAWNENIQ (TAKOE RE[ENIE, POLU^A@]EESQ IZ OB]EGO RE[ENIQ PRI FIKSIROWAN-
NOM C NAZYWA@T ^ASTNYM RE[ENIEM).

2. dLQ L@BOJ TO^KI (x0, y0) 2 G NAJDETSQ ZNA^ENIE C = C0 TAKOE, ^TO y0 = y(x0, C0).
pO POWODU PERWOGO PUNKTA \TOGO OPREDELENIQ SLEDUET ZAMETITX, ^TO PRI NEKOTORYH

ZNA^ENIQH C MOVET I NE SU]ESTWOWATX TAKIH x, PRI KOTORYH (x, C) 2 D. |TI ZNA^E-
NIQ C SLEDUET ISKL@^ITX IZ RASSMOTRENIQ. eSLI ZNA^ENIQ x, PRI KOTORYH (x, C) 2 D
SU]ESTWU@T, TO MOVET SLU^ITXSQ, ^TO OBLASTX@ OPREDELENIQ FUNKCII y = y(x, C) PRI
FIKSIROWANNOM C SLUVIT OB_EDINENIE NESKOLXKIH (ILI DAVE BESKONE^NOGO ^ISLA) NEPERE-
SEKA@]IHSQ INTERWALOW. w \TOM SLU^AE IME@TSQ W WIDU RE[ENIQ, ZADANNYE NA OTDELXNYH
INTERWALAH, WHODQ]IH W UKAZANNU@ OBLASTX OPREDELENIQ.
iNTEGRIRUQ TO ILI INOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE, MY NEREDKO PRIHODIM K SOOT-

NO[ENI@ WIDA

�(x, y,s ) = 0. (4)

rAZRE[IW \TO SOOTNO[ENIE OTNOSITELXNO y, POLU^AEM OTS@DA OB]EE RE[ENIE. oDNAKO

WYRAZITX y IZ (4) W \LEMENTARNYH FUNKCIQH NE WSEGDA WOZMOVNO. w TAKIH SLU^AQH OB-
]EE RE[ENIE OSTAWLQ@T W NEQWNOM WIDE. rAWENSTWO (4), NEQWNO ZADA@]EE OB]EE RE[ENIE,

2



NAZYWA@T OB]IM INTEGRALOM SOOTWETSTWU@]EGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ. nEQWNO
ZADANNOE RE[ENIE, POLU^AEMOE IZ (4) PRI FIKSIROWANNOM C, NAZYWA@T ^ASTNYM INTEGRA-
LOM.
pRIMER. pOKAVEM, ^TO

y = Cex (5)

ESTX OB]EE RE[ENIE URAWNENIQ

y0 = y, (6)

POLU^ENNOGO W RASSMOTRENNOM W NA^ALE LEKCII PRIMERE.
o^EWIDNO, PRI L@BOM FIKSIROWANNOM C FUNKCIQ (5) ESTX RE[ENIE URAWNENIQ (6). eSLI

ZADANA PROIZWOLXNAQ TO^KA (x0, y0), TO DLQ NAHOVDENIQ SOOTWETSTWU@]EGO ZNA^ENIQ C0

IMEEM URAWNENIE

y0 = Cex0 ,

OTKUDA C0 = y0e�x0 , I MY POLU^AEM TAKOE ^ASTNOE RE[ENIE

y = y0e
x�x0 .

tAKIM OBRAZOM, USTANOWLENO, ^TO (5) ESTX OB]EE RE[ENIE URAWNENIQ (6). kRIWAQ, PROHO-
DQ]AQ ^EREZ T. M(0; 1), O KOTOROJ RE^X W UKAZANNOM PRIMERE, ZADAETSQ, SLEDOWATELXNO,
URAWNENIEM y = ex. tO, ^TO DRUGIH TAKIH KRIWYH NE SU]ESTWUET, SLEDUET IZ FORMULIRUE-
MOJ NIVE TEOREMY SU]ESTWOWANIQ I EDINSTWENNOSTI.
zADA^A kO[I DLQ URAWNENIQ

y0 = f(x, y)

STAWITSQ SLEDU@]IM OBRAZOM.
dANA TO^KA (x0, y0) IZ OBLASTI OPREDELENIQ PRAWOJ ^ASTI \TOGO URAWNENIQ. tREBUETSQ

NAJTI RE[ENIE, UDOWLETWORQ@]EE USLOWI@

y(x0) = y0.

|TO USLOWIE NAZYWAETSQ NA^ALXNYM USLOWIEM, A x0 I y0 – NA^ALXNYMI ZNA^ENIQMI. gEOME-
TRI^ESKI ZADA^A kO[I ZAKL@^AETSQ W OTYSKANII INTEGRALXNOJ KRIWOJ, PROHODQ]EJ ^EREZ
TO^KU (x0, y0).
~TOBY SFORMULIROWATX UVE UPOMINAW[U@SQ TEOREMU SU]ESTWOWANIQ I EDINSTWENNO-

STI, NAM POTREBUETSQ PONQTIE ^ASTNOJ PROIZWODNOJ. pUSTX FUNKCIQ f(x, y) OPREDELENA
W OBLASTI G NA PLOSKOSTI PEREMENNYH x, y; ^ASTNOJ PROIZWODNOJ \TOJ FUNKCII W TO^KE
(x, y) 2 G PO PEREMENNOMU y NAZYWAETSQ PREDEL (PRI USLOWII, ^TO ON SU]ESTWUET):

@f(x, y)

@y
= lim

�y!0

f(x, y + �y)� f(x, y)

�y

dLQ WY^ISLENIQ TAKOJ PROIZWODNOJ SLEDUET ZAFIKSIROWATX x I PRODIFFERENCIROWATX PO-
LU^IW[U@SQ FUNKCI@ ODNOJ PEREMENNOJ.

tEOREMA (kO[I O SU]ESTWOWANII I EDINSTWENNOSTI RE[ENIQ DIFFERENCIALXNOGO URAWNE-
NIQ PERWOGO PORQDKA).
pUSTX FUNKCIQ f(x, y) OPREDELENA I NEPRERYWNA WMESTE SO SWOEJ ^ASTNOJ PROIZWODNOJ
@f(x, y)

@y
NA NEKOTOROJ OBLASTI G PLOSKOSTI PEREMENNYH x, y. tOGDA DLQ L@BOJ TO^KI

(x0, y0) 2 G SU]ESTWUET RE[ENIE y = y(x) URAWNENIQ

y0 = f(x, y),

3



UDOWLETWORQ@]EE NA^ALXNOMU USLOWI@

y(x0) = y0.

l@BYE DWA RE[ENIQ \TOGO URAWNENIQ, UDOWLETWORQ@]IE ODNOMU I TOMU VE NA^ALXNOMU
USLOWI@, SOWPADA@T WS@DU, GDE ONI OBA OPREDELENY.
|TU TEOREMU PRINIMAEM BEZ DOKAZATELXSTWA.
tAKIM OBRAZOM, PRI WYPOLNENII USLOWIJ SFORMULIROWANNOJ TEOREMY RE[ENIE SOOTWET-

STWU@]EJ ZADA^I kO[I SU]ESTWUET I EDINSTWENNO. nA GEOMETRI^ESKOM QZYKE UTWERVDE-
NIE TEOREMY OZNA^AET, ^TO ^EREZ KAVDU@ TO^KU OBLASTI, W KOTOROJ ZADANA PRAWAQ ^ASTX
URAWNENIQ, PROHODIT W TO^NOSTI ODNA INTEGRALXNAQ KRIWAQ \TOGO URAWNENIQ. qSNO TAKVE,
^TO URAWNENIE, DLQ KOTOROGO WYPOLNENY TREBOWANIQ TEOREMY SU]ESTWOWANIQ I EDINSTWEN-
NOSTI, IMEET BESKONE^NO MNOGO RE[ENIJ: DOSTATO^NO ZAFIKSIROWATX x0 I RASSMOTRETX

RE[ENIQ, UDOWLETWORQ@]IE NA^ALXNOMU USLOWI@ y(x0) = y0 PRI RAZLI^NYH y0 TAKIH, ^TO
(x0, y0) 2 G.

x0

y1

y2

y3

y

x

rIS.4

tAKIM SPOSOBOM MOVNO POLU^ITX STOLXKO RAZLI^NYH RE[ENIJ, SKOLXKO TO^EK IMEETSQ
NA SOOTWETSTWU@]EM INTERWALE.
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rE[ENIE DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ PERWOGO PORQDKA: S RAZDELQ-
@]IMISQ PEREMENNYMI, ODNORODNYH, LINEJNYH, bERNULLI.

rE[ITX DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE – ZNA^IT NAJTI WSE EGO RE[ENIQ. eSLI ZADANY
DOPOLNITELXNYE USLOWIQ (OBY^NO NA^ALXNYE), TO TREBUETSQ NAJTI RE[ENIQ, UDOWLETWORQ-
@]IE \TIM DOPOLNITELXNYM USLOWIQM. kAK PRAWILO, DELO SWODITSQ K NAHOVDENI@ OB]IH
INTEGRALOW (OB]IH RE[ENIJ) I WYDELENI@ ^ASTNYH INTEGRALOW (^ASTNYH RE[ENIJ), UDO-
WLETWORQ@]IH DOPOLNITELXNYM USLOWIQM (ESLI TAKIE USLOWIQ ZADANY).
eSLI RE[ENIE DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ UDAETSQ ZAPISATX S POMO]X@ ARIFME-

TI^ESKIH OPERACIJ, OPERACII WZQTIQ FUNKCII OT FUNKCII I OPERACII NAHOVDENIQ PERWO-
OBRAZNOJ, PRIMENENNYH KONE^NOE ^ISLO RAZ K \LEMENTARNYM FUNKCIQM, TO GOWORQT, ^TO \TO
DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE INTEGRIRUETSQ W KWADRATURAH. zAMETIM, ^TO BOLX[INSTWO
DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ, WSTRE^A@]IHSQ W TEORETI^ESKIH I PRIKLADNYH ZADA^AH,
NE INTEGRIRU@TSQ W KWADRATURAH.
rASSMOTRIM METODY INTEGRIROWANIQ W KWADRATURAH NEKOTORYH TIPOW DIFFERENCIALX-

NYH URAWNENIJ PERWOGO PORQDKA.
uRAWNENIE WIDA

y0 = f(x) g(y) (1)

NAZYWAETSQ URAWNENIEM S RAZDELQ@]IMISQ PEREMENNYMI. pUSTX FUNKCII f(x) I g(y) NE-
PRERYWNY SOOTWETSTWENNO NA INTERWALAH I1 I I2, PRI^<M g(y) 6= 0 PRI L@BOM y 2 I2. eSLI
y = y(x) – RE[ENIE URAWNENIQ (1), TO

y0(x)

g
�
y(x)

� = f(x). (2)

oBOZNA^IM ^EREZ G(y) I F (y) PERWOOBRAZNYE SOOTWETSTWENNO FUNKCIJ 1/g(y) I f(x) NA
UKAZANNYH INTERWALAH. iZ (2) SLEDUET, ^TO

G
�
y(x)

�
= F (x) + C.

mOVNO DOKAZATX, ^TO PRI SDELANNYH OTNOSITELXNO f(x) I g(y) PREDPOLOVENIQH SOOTNO[E-
NIE

G(y) = F (x) + C

ESTX OB]IJ INTEGRAL URAWNENIQ (1). oTS@DA POLU^AEM TAKOJ FORMALXNYJ PRIEM DLQ

OTYSKANIQ RE[ENIJ \TOGO URAWNENIQ.
rAZDELQEM PEREMENNYE I UMNOVAEM OBE ^ASTI NA dx:

dy

g(y)
= f(x)dx;

1



NAHODIM SOOTWETSTWU@]IE PERWOOBRAZNYE (PRI^<M W LEWOJ ^ASTI PEREMENNOJ INTEGRIRO-
WANIQ c^ITAEM y) I ZAPISYWAEM OB]IJ INTEGRAL W WIDE

Z
dy

g(y)
=

Z
f(x)dx + C.

w \TOM RAWENSTWE INTEGRALY OZNA^A@T KAKIE-LIBO FIKSIROWANNYE PERWOOBRAZNYE (A NE
WS@ IH SOWOKUPNOSTX). eSLI TREBUETSQ NAJTI INTEGRALXNU@ KRIWU@, PROHODQ]U@ ^EREZ

TO^KU (x0, y0), x0 2 I1, y0 2 I2, TO SOOTWETSTWU@]EE RE[ENIE ZADAETSQ NEQWNO RAWENSTWOM

yZ

y0

d⇠

g(⇠)
=

xZ

x0

f(⌘)d⌘.

mOVET OKAZATXSQ, ^TO W URAWNENII (1) FUNKCIQ g(y) RAWNA NUL@ W NEKOTORYH TO^KAH

y1, y2 . . . INTERWALA I2. w TAKOM SLU^AE UKAZANNYJ PRI<M PRIMENQETSQ NA KAVDOM IZ IN-
TERWALOW, NA KOTORYE \TI TO^KI DELQT I2; PRI \TOM SLEDUET IMETX W WIDU, ^TO WSE FUNKCII
y ⌘ y1, y ⌘ y2, . . . QWLQ@TSQ RE[ENIQMI URAWNENIQ (1). pRO \TI RE[ENIQ GOWORQT, ^TO
ONI ”TERQ@TSQ PRI RAZDELENII PEREMENNYH”

�
T.E. PRI DELENII OBEIH ^ASTEJ URAWNENIQ NA

g(y)
�
.

pRIMER. rASSMOTRIM URAWNENIE 2
p

1� x2 y0 = x(1� y2).
pOSLE RAZDELENIQ PEREMENNYH POLU^AEM, ^TO

2dy

y2 � 1
= � xdxp

1� x2
;

DALEE, NAHODIM PERWOOBRAZNYE

2

Z
dy

y2 � 1
= ln

���
y � 1

y + 1

���+ C ,

�
Z

xdxp
1� x2

=
p

1� x2 + C .

pO\TOMU IMEEM NA KAVDOJ IZ OBLASTEJ

⇧1 =
�
(x, y) : x 2 (�1; 1), y 2 (�1;�1)

 
,

⇧2 =
�
(x, y) : x 2 (�1; 1), y 2 (�1; 1)

 
I

⇧3 =
�
(x, y) : x 2 (�1; 1), y 2 (1;1)

 

TAKOJ OB]IJ INTEGRAL

ln
���
y � 1

y + 1

��� =
p

1� x2 + C

RASSMATRIWAEMOGO URAWNENIQ. s@DA SLEDUET DOBAWITX E]E RE[ENIQ y = ±1, POTERQNNYE
PRI RAZDELENII PEREMENNYH. w DANNOM SLU^AE NETRUDNO NAJTI I OB]EE RE[ENIE; NAPRIMER,
NA OTKRYTOM KWADRATE ⇧2 IMEEM POSLEDOWATELXNO:

1� y

1 + y
= e

p
1�x2+C ;

y =
1� C1e

p
1�x2

1 + C1e
p

1�x2
, C1 = eC > 0.

2



zDESX OB]EE RE[ENIE OPREDELENO W OBLASTI �1 < x < 1, C1 > 0. eSLI W POSLEDN@@

FORMULU DLQ y PODSTAWITX KAKOE-LIBO OTRICATELXNOE ZNA^ENIE C1 (NAPRIMER, C1 = �1), TO
MY TAKVE POLU^IM RE[ENIE ISHODNOGO URAWNENIQ, ODNAKO SOOTWETSTWU@]AQ INTEGRALXNAQ
KRIWAQ NE BUDET LEVATX W KWADRATE ⇧2. |TOT PRIMER POKAZYWAET, ^TO NUVNO SOBL@DATX
OPREDELENNU@ OSTOROVNOSTX, UTWERVDAQ, ^TO ”PRI PODSTANOWKE W OB]EE RE[ENIE L@BOGO
ZNA^ENIQ C POLU^AETSQ ^ASTNOE RE[ENIE ISHODNOGO URAWNENIQ”.
dIFFERENCIALXNOE URAWNENIE 1-GO PORQDKA ^ASTO ZAPISYWA@T W WIDE

M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0. (3)

zDESX M(x, y) I N(x, y) – ZADANNYE W NEKOTOROJ OBLASTI (NEPRERYWNYE) FUNKCII. eSLI
S^ITATX x NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ, A y = y(x) – NEIZWESTNOJ FUNKCIEJ, TO URAWNENIE (3)
\KWIWALENTNO TAKOMU

M(x, y) + N(x, y)
dy

dx
= 0.

eSLI VE S^ITATX, ^TO y NEZAWISIMAQ PEREMENNAQ, A x = x(y) – NEIZWESTNAQ FUNKCIQ, TO (3)
\KWIWALENTNO URAWNENI@

M(x, y)
dx

dy
+ N(x, y) = 0.

pRO URAWNENIE (3) GOWORQT, ^TO ONO ZAPISANO ^EREZ DIFFERENCIALY (ILI W SIMMETRI^ESKOJ
FORME).
uRAWNENIE S RAZDELQ@]IMISQ PEREMENNYMI, ZAPISANNOE W TAKOJ FORME, IMEET WID:

M1(x)M2(y)dx + N1(x)N2(y)dy = 0.

pOSLE RAZDELENIQ PEREMENNYH POLU^AEM URAWNENIE

N2(y)

M2(y)
dy = �M1(x)

N1(x)
dx.

rASSMOTRIM E]< ODNORODNYE URAWNENIQ. fUNKCIQ h(x, y) NAZYWAETSQ ODNORODNOJ FUNK-
CIEJ STEPENI m, ESLI DLQ L@BYH x, y I t > 0 WYPOLNQETSQ RAWENSTWO

h(tx, ty) = tmh(x, y).

eSLI FUNKCII M(x, y) I N(x, y) QWLQ@TSQ ODNORODNYMI FUNKCIQMI ODNOJ I TOJ VE STE-
PENI, TO DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE

M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0

NAZYWAETSQ ODNORODNYM. s^ITAQ DLQ OPREDEL<NNOSTI, ^TO x > 0, A FUNKCII M(x, y) I
N(x, y) QWLQ@TSQ ODNORODNYMI FUNKCIQMI STEPENI m, PREOBRAZUEM \TO URAWNENIE SLEDU-
@]IM OBRAZOM:

dy

dx
= �M(x, y)

N(x, y)
= �

M
⇣
x; x · y

x

⌘

N
⇣
x; x · y

x

⌘ = �
xmM

⇣
1;

y

x

⌘

xmN
⇣
1;

y

x

⌘ = �
M

⇣
1;

y

x

⌘

N
⇣
1;

y

x

⌘ = f
⇣y

x

⌘

GDE f(u) = �M(1, u)

N(1, u)
.

tAKIM OBRAZOM, ODNORODNOE URAWNENIE MOVNO ZAPISATX W WIDE

dy

dx
= f

⇣y

x

⌘
.

3



~TOBY RE[ITX \TO URAWNENIE, WWEDEM NOWU@ NEIZWESTNU@ FUNKCI@ z = y/x, T.E. xz = y.
tOGDA

dy

dx
= z + x

dz

dx
,

I DLQ NAHOVDENIQ z IMEEM URAWNENIE

x
dz

dx
= f(z)� z.

|TO – URAWNENIE S RAZDELQ@]IMISQ PEREMENNYMI. rE[IW EGO, NAJDEM z, A ZATEM I y.

pRIMER. pUSTX TREBUETSQ RE[ITX URAWNENIE y0 =

p
x2 � y2 + y

x
.

bUDEM S^ITATX, ^TO x > 0 I x2 � y2 > 0; SOOTWETSTWU@]AQ OBLASTX ZA[TRIHOWANA NA
^ERTEVE (GRANI^NYE TO^KI ISKL@^A@TSQ).

y

x

rIS.5
w \TOJ OBLASTI DANNOE URAWNENIE \KWIWALENTNO TAKOMU:

y0 =

r
1�

⇣y

x

⌘2

+
y

x
.

|TO – ODNORODNOE URAWNENIE; WWODIM NOWU@ NEIZWESTNU@ FUNKCI@ z = y/x I POLU^AEM
URAWNENIE

xz0 + z =
p

1� z2 + z ;
dzp

1� z2
=

dx

x
.

nAJDQ PERWOOBRAZNYE , POLU^IM

arcsin z = ln |x| + C ; arcsin
y

x
= ln |x| + C .

|TO – OB]IJ INTEGRAL ISHODNOGO URAWNENIQ (W UKAZANNOJ OBLASTI). pOSKOLXKU x > 0, TO
\TOT OB]IJ INTEGRAL MOVNO ZAPISATX I TAK:

arcsin
y

x
= ln x + C .

w DANNOM SLU^AE MOVNO NAJTI I OB]EE RE[ENIE:

y = x sin(ln x + C), �⇡

2
< ln x + C <

⇡

2
.

uRAWNENIE

y0 + p(x)y = f(x) (4)

NAZYWAETSQ LINEJNYM; FUNKCII p(x) I f(x) BUDEM S^ITATX NEPRERYWNYMI NA NEKOTOROM
INTERWALE I. ~TOBY RE[ITX URAWNENIE (4), NAJDEM SNA^ALA OB]EE RE[ENIE SOOTWETSTWU-
@]EGO ODNORODNOGO URAWNENIQ

y0 + p(x)y = 0. (5)

pUSTX P (x) – KAKAQ-LIBO PERWOOBRAZNAQ FUNKCII p(x) NA INTERWALE I. tOGDA, KAK LEGKO
PROWERITX, FUNKCIQ

y(x, C) = Ce�P (x), x 2 I, �1 < C <1 ,

4



ESTX OB]EE RE[ENIE URAWNENIQ (5). |TOT REZULXTAT MOVNO POLU^ITX I ”ESTESTWENNYM”
PUTEM, ZAMETIW, ^TO (5) QWLQETSQ URAWNENIEM S RAZDELQ@]IMISQ PEREMENNYMI. dALEE

PRIMENIM METOD WARIACII POSTOQNNOJ, SOSTOQ]IJ W TOM, ^TO POSTOQNNAQ C, WHODQ]AQ W
OB]EE RE[ENIE, ZAMENQETSQ FUNKCIEJ C(x); ZATEM \TA POSLEDNQQ FUNKCIQ OPREDELQETSQ IZ
ISHODNOGO NEODNORODNOGO URAWNENIQ (4). iMEEM:

�
C(x)e�P (x)

�0
+C(x)p(x)e�P (x) = f(x); C 0(x)e�P (x)�C(x)p(x)e�P (x)+C(x)p(x)e�P (x) = f(x)

C 0(x) = f(x)eP (x).

oTS@DA

C(x) =

Z
f(x) e�P (x) dx + C1 ,

GDE INTEGRAL W PRAWOJ ^ASTI OZNA^AET KAKU@-L@BO FIKSIROWANNU@ PERWOOBRAZNU@ SOOT-
WETSTWU@]EJ FUNKCII (A NE WS@ SOWOKUPNOSTX \TIH PERWOOBRAZNYH). sLEDOWATELXNO, OB]EE
RE[ENIE URAWNENIQ (4) IMEET WID:

y(x, C1) =

0

@
Z

f(x) e�P (x) dx + C1

1

A e�P (x) ,

GDE P (x) – KAKAQ-LIBO PERWOOBRAZNAQ FUNKCII p(x) NA INTERWALE I.
k LINEJNYM URAWNENIQM PERWOGO PORQDKA SWODITSQ URAWNENIE bERNULLI

y0 + p(x) y = f(x) y↵ ,

GDE ↵ OTLI^NO OT 0 I 1 (T.K. PRI \TIH ZNA^ENIQH ↵ POLU^AETSQ LINEJNOE URAWNENIE).
rAZDELIM OBE ^ASTI POSLEDNEGO URAWNENIQ NA y↵:

y0 · y�↵ + p(x) y1�↵ = f(x).

eSLI z = y1�↵, TO z0 = (1� ↵)y0 · y�↵ I OTNOSITELXNO z IMEEM LINEJNOE URAWNENIE:

1

1� ↵
· z0 + p(x) z = f(x)

rE[IW EGO, NAJDEM z, A ZATEM I y. pRI ↵ > 0 URAWNENI@ bERNULLI UDOWLETWORQET TAKVE
FUNKCIQ, TOVDESTWENNO RAWNAQ NUL@. dRUGOJ PODHOD K RE[ENI@ URAWNENIJ bERNULLI

SOSTOIT W SLEDU@]EM. pUSTX y = u · v; TOGDA

u0 · v + u(v0 + p(x) · v) = f(x)(u v)↵.

pODBEREM v 6⌘ 0 TAK, ^TOBY BYLO
v0 + p(x) v = 0 ,

DLQ ^EGO DOSTATO^NO RE[ITX LINEJNOE ODNORODNOE URAWNENIE PERWOGO PORQDKA. pOSLE \TOGO
DLQ OPREDELENIQ u POLU^AEM URAWNENIE

u0 · v = f(x)(u · v)↵,

KOTOROE QWLQETSQ URAWNENIEM S RAZDELQ@]IMISQ PEREMENNYMI. rE[IW EGO, NAJDEM u, A
ZATEM I y = u · v.

5
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gEOMETRI^ESKAQ INTERPRETACIQ DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ PER-
WOGO PORQDKA. iZOKLINY. gEOMETRI^ESKOE RE[ENIE DIFFERENCIALX-
NYH URAWNENIJ S POMO]X@ IZOKLIN. oSOBYE TO^KI I OSOBYE RE[ENIQ
DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ PERWOGO PORQDKA.

rASSMOTRIM DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE PERWOGO PORQDKA, RAZRE[ENNOE OTNOSITELXNO
PROIZWODNOJ

y
0 = f(x, y) , (1)

GDE PRAWAQ ^ASTX OPREDELENA NA OBLASTI G PLOSKOSTI PEREMENNYH x, y. tAKOE DIFFERENCI-
ALXNOE URAWNENIE USTANAWLIWAET SWQZX MEVDU KOORDINATAMI TO^KI M(x, y) 2 G I UGLOWYM

KO\FFICIENTOM KASATELXNOJ y
0(x) K INTEGRALXNOJ KRIWOJ y = y(x), PROHODQ]EJ ^EREZ \TU

TO^KU:
tg↵ = y

0(x) = f(x, y) .

y

xO

M ↵

rIS.6

G

kASATELXNYM WEKTOROM K \TOJ KRIWOJ W UKAZANNOJ TO^KE QWLQETSQ WEKTOR

�
1, y0(x)

 
=
�
1, f(x, y)

 
.

eSLI KAVDOJ TO^KE M(x, y) 2 G POSTAWITX W SOOTWETSTWIE TAKOJ WEKTOR, TO MY POLU^IM W
OBLASTI G POLE NAPRAWLENIJ. iNTEGRALXNYE KRIWYE – \TO TE KRIWYE, DLQ KOTORYH WEKTOR�
1, f(x, y)

 
QWLQETSQ KASATELXNYM W SOOTWETSTWU@]EJ TO^KE. pO\TOMU, ESLI W OBLASTI G

WYBRATX DOSTATO^NO GUSTU@ SETX TO^EK I W KAVDOJ TO^KEM(x, y) NARISOWATX ISHODQ]IJ IZ
\TOJ TO^KI WEKTOR S KOORDINATAMI

�
1, f(x, y)

 
, TO MOVNO PRIBLIVENNO IZOBRAZITX INTE-

GRALXNYE KRIWYE URAWNENIQ (1), PROWODQ \TI KRIWYE TAK, ^TOBY ONI W KAVDOJ SWOEJ TO^KE
KASALISX WEKTOROW POSTROENNOGO POLQ NAPRAWLENIJ. pOSTROENIE POLQ NAPRAWLENIJ OBLEG-
^AETSQ ISPOLXZOWANIEM IZOKLIN. iZOKLINOJ DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ (1) NAZYWAETSQ
MNOVESTWO TO^EK PLOSKOSTI, W KAVDOJ IZ KOTORYH UGLOWOJ KO\FFICIENT KASATELXNOJ K IN-
TEGRALXNYM KRIWYM \TOGO URAWNENIQ IMEET POSTOQNNOE ZNA^ENIE. o^EWIDNO, URAWNENIE
IZOKLINY IMEET WID

f(x, y) = k ,

1



GDE k – UPOMQNUTOE W OPREDELENII IZOKLINY POSTOQNNOE ZNA^ENIE UGLOWOGO KO\FFICIENTA
KASATELXNOJ. tAKIM OBRAZOM, IZOKLINY QWLQ@TSQ LINIQMI UROWNQ FUNKCII f(x, y) IZ
PRAWOJ ^ASTI URAWNENIQ (1).

pRIMER. pUSTX DANO URAWNENIE

y
0 = x

2 � y
2

.

oBLASTX@ OPREDELENIQ PRAWOJ ^ASTI QWLQETSQ WSQ PLOSKOSTX PEREMENNYH x, y. uRAWNENIQ
IZOKLIN IME@T WID

x
2 � y

2 = k .

pRI k = 0 IMEEM PARU WE]ESTWENNYH PERESEKA@]IHSQ PRQMYH (BISSEKTRIS KOORDINAT-
NYH UGLOW). pRI POSTROENII POLQ NAPRAWLENIJ (^TOBY NE ZAGROMOVDATX ^ERTEV) BUDEM
RISOWATX NE WEKTORY, A KOROTKIE OTREZKI PRQMYH, PROHODQ]IH ^EREZ TO^KI POSTROENNYH
IZOKLIN I IME@]IH SOOTWETSTWU@]IE UGLOWYE KO\FFICIENTY. pRI k 6= 0 IZOKLINAMI
QWLQ@TSQ GIPERBOLY.

rIS.7
pUSTX SNOWA IMEETSQ DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE

y
0 = f(x, y) , (1)

PRAWAQ ^ASTX KOTOROGO OPREDELENA NA OBLASTI G PLOSKOSTI PEREMENNYH x, y. eSLI DLQ

TO^KI M(x0, y0) 2 G NAJDUTSQ DWE INTEGRALXNYE KRIWYE, PROHODQ]IE ^EREZ \TU TO^KU I NE
SOWPADA@]IE NI W KAKOJ EE OKRESTNOSTI, ILI ^EREZ \TU TO^KU NE PROHODIT NI ODNA INTE-
GRALXNAQ KRIWAQ, TO M NAZYWAETSQ OSOBOJ TO^KOJ DANNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ.
tO^KA, NE QWLQ@]AQSQ OSOBOJ, NAZYWAETSQ OBYKNOWENNOJ. w ^ASTNOSTI, OBYKNOWENNYMI
QWLQ@TSQ WSE TO^KI, IME@]IE OKRESTNOSTX, W KOTOROJ WYPOLNQ@TSQ TREBOWANIQ TEOREMY
SU]ESTWOWANIQ I EDINSTWENNOSTI. rE[ENIE URAWNENIQ (1) NAZYWAETSQ OSOBYM, ESLI WSE
TO^KI SOOTWETSTWU@]EJ INTEGRALXNOJ KRIWOJ SUTX OSOBYE TO^KI \TOGO DIFFERENCIALX-
NOGO URAWNENIQ.

pRIMER. rASSMOTRIM URAWNENIE

y
0 = 3y

2
3 .
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zDESX PRAWAQ ^ASTX OPREDELENA NA WSEJ PLOSKOSTI PEREMENNYH x, y; USLOWIQ TEOREMY SU-
]ESTWOWANIQ I EDINSTWENNOSTI NARU[ENY W TO^KAH OSI OX, T.K. PRI y = 0 FUNKCIQ
f(x, y) = 3y2/3 NE IMEET ^ASTNOJ PROIZWODNOJ PO PEREMENNOJ y. t.K. DANNOE URAWNENIE
QWLQETSQ URAWNENIEM S RAZDELQ@]IMISQ PEREMENNYMI, TO W KAVDOJ IZ OBLASTEJ y > 0 ILI
y < 0 MOVNO BEZ TRUDA NAJTI OB]EE RE[ENIE

y = (x + C)3
.

qSNO, ^TO PRI L@BOM FIKSIROWANNOM ZNA^ENII C \TA FORMULA DAET RE[ENIE RASSMATRI-
WAEMOGO URAWNENIQ, ZADANNOE PRI WSEH ZNA^ENIQH x. s DRUGOJ STORONY y ⌘ 0 TAKVE ESTX
RE[ENIE \TOGO URAWNENIQ. pOSLEDNEE RE[ENIE QWLQETSQ OSOBYM, T.K. ^EREZ KAVDU@ TO^KU
SOOTWETSTWU@]EJ INTEGRALXNOJ KRIWOJ (W DANNOM SLU^AE OSI ABSCISS) PROHODIT NE MENX[E
DWUH INTEGRALXNYH KRIWYH \TOGO URAWNENIQ.
eSLI TO^KA M(x0, y0) LEVIT NA INTEGRALXNOJ KRIWOJ, OTWE^A@]EJ OSOBOMU RE[ENI@

y = y(x), TO ^EREZ \TU TO^KU PROHODIT I DRUGAQ INTEGRALXNAQ KRIWAQ y = y1(x) DANNOGO
DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ. t.K. y

0
1(x0) = y

0(x0) = f(x0, y0), TO \TI KRIWYE IME@T
OB]U@ KASATELXNU@ W TO^KE M . |TO PROSTOE ZAME^ANIE POZWOLQET ISPOLXZOWATX DLQ NA-
HOVDENIQ OSOBYH RE[ENIJ PONQTIE OGIBA@]EJ IZ TEORII KRIWYH.
pUSTX IMEETSQ SEMEJSTWO PLOSKIH KRIWYH

�(x, y, C) = 0 , (2)

ZAWISQ]IH OT PARAMETRA C. pRI KAVDOM FIKSIROWANNOM C URAWNENIE (2) ZADAET NEQWNO
SOOTWETSTWU@]U@ KRIWU@ \TOGO SEMEJSTWA.
kRIWAQ � NAZYWAETSQ OGIBA@]EJ SEMEJSTWA (2), ESLI W KAVDOJ SWOEJ TO^KE � KASA-

ETSQ NEKOTOROJ KRIWOJ \TOGO SEMEJSTWA, NE SOWPADAQ S NEJ NI W KAKOJ OKRESTNOSTI UKA-
ZANNOJ TO^KI. eSLI (2) ZADAET SEMEJSTWO RE[ENIJ DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ (1),
TO OGIBA@]AQ \TOGO SEMEJSTWA TAKVE BUDET RE[ENIEM (O^EWIDNO, OSOBYM) \TOGO URAW-
NENIQ

�
ESLI TOLXKO \TA OGIBA@]AQ MOVET BYTX ZADANA URAWNENIEM y = y(x)

�
. dEJ-

STWITELXNO, ESLI y = y(x) – URAWNENIE OGIBA@]EJ I x0 – PROIZWOLXNAQ TO^KA IZ OBLA-
STI OPREDELENIQ FUNKCII y(x), TO DLQ NEKOTOROGO RE[ENIQ y = y1(x) DANNOGO URAWNENIQ
y(x0) = y1(x0) I y

0(x0) = y
0
1(x0). pO\TOMU IZ RAWENSTWA y

0
1(x0) = f

�
x0, y1(x0)

�
SLEDUET, ^TO

y
0(x0) = f

�
x0, y(x0)

�
. t.K. x0 – PROIZWOLXNAQ TO^KA IZ OBLASTI OPREDELENIQ FUNKCII y(x),

TO y(x) – RE[ENIE URAWNENIQ (1).
~TOBY SOSTAWITX URAWNENIE OGIBA@]EJ, MOVNO RASSUVDATX SLEDU@]IM OBRAZOM. eSLI

� KASAETSQ KRIWYH SEMEJSTWA (2), OTWE^A@]IH IZMENENI@ PARAMETRA C NA INTERWALE

C1 < C < C2, TO NA \TOM INTERWALE � MOVNO ZADAWATX PARAMETRI^ESKI URAWNENIQMI

x = '(C) , y =  (C) .

w TAKOM SLU^AE DOLVNO WYPOLNQTXSQ RAWENSTWO

�
�
'(C), (C), C

�
= 0 ,

T.K. W TO^KE
�
'(C), (C)

�
KRIWAQ � I KRIWAQ SEMEJSTWA (2), OTWE^A@]AQ DANNOMU ZNA-

^ENI@ PARAMETRA C, IME@T OB]U@ TO^KU. ~TOBY ZAPISATX USLOWIE NALI^IQ OB]EJ KA-
SATELXNOJ, NAJDEM SOOTWETSTWU@]IE UGLOWYE KO\FFICIENTY. dLQ � UGLOWOJ KO\FFICI-
ENT KASATELXNOJ W TO^KE KRIWOJ, OTWE^A@]EJ ZNA^ENI@ C PARAMETRA, RAWEN  0(C)

�
'

0(C).
pREDPOLOVIM, ^TO FUNKCIQ �(x, y, C) IMEET NEPRERYWNYE ^ASTNYE PROIZWODNYE PO WSEM
PEREMENNYM, I

(�0
x)

2 + (�0
y)

2
> 0 .

3



pUSTX, DLQ OPREDELENNOSTI, W OKRESTNOSTI TO^KI (x, y) KRIWOJ �(x, y, C) = 0 OTLI^NA OT
NULQ PROIZWODNAQ �0

y. iZ TEOREMY O NEQWNOJ FUNKCII, RASSMATRIWAEMOJ W TEORII FUNK-
CIJ NESKOLXKIH PEREMENNYH, SLEDUET, ^TO TOGDA UGLOWOJ KO\FFICIENT KASATELXNOJ K \TOJ
KRIWOJ W UKAZANNOJ TO^KE ESTX

��0
x(x, y, C)

�0
y(x, y, C)

.

pO\TOMU USLOWIE NALI^IQ OB]EJ KASATELXNOJ ZAPI[ETSQ W WIDE

 
0(C)

'0(C)
= �

�0
x

�
'(C), (C), C

�

�0
y

�
'(C), (C), C

� .

oTS@DA

�0
x · '0(C) + �0

y ·  0(C) = 0 .

tAKIM OBRAZOM, DLQ FUNKCIJ '(C) I  (C) WYPOLNQ@TSQ RAWENSTWA

�
�
'(C), (C), C

�
= 0 ,

�0
x · '0(C) + �0

y ·  0(C) = 0 ,
(3)

GDE ZNA^ENIQ ^ASTNYH PROIZWODNYH FUNKCII � WY^ISLQ@TSQ W TO^KE
�
'(C), (C), C

�
. pRO-

DIFFERENCIRUEM PO C PERWOE IZ \TIH RAWENSTW:

�0
x · '0(C) + �0

y ·  0(C) + �0
C = 0 .

s U^ETOM (3) POLU^AEM OTS@DA TAKIE NEOBHODIMYE USLOWIQ TOGO, ^TOBY KRIWAQ � BYLA

OGIBA@]EJ SEMEJSTWA �(x, y, C) = 0 :

�
�
'(C), (C), C

�
= 0

�0
C

�
'(C), (C), C

�
= 0

)
(4)

iZ \TOJ SISTEMY MOVNO, W PRINCIPE, NAJTI '(C) I  (C). eSLI PEREPISATX POSLEDNIE

RAWENSTWA W WIDE

�(x, y, C) = 0

�C(x, y, C) = 0

)
, (5)

TO, ISKL@^IW C, MOVNO POLU^ITX NEQWNOE URAWNENIE KRIWOJ �. zAMETIM, ^TO USLOWIQ
(4) ILI (5) LI[X NEOBHODIMY DLQ TOGO, ^TOBY OPREDELQEMAQ IMI KRIWAQ BYLA OGIBA@]EJ,
DOSTATO^NYMI \TI USLOWIQ NE QWLQ@TSQ. pO\TOMU, NAJDQ PARAMETRI^ESKIE URAWNENIQ KRI-
WOJ IZ (4) ILI NEQWNOE URAWNENIE IZ (5), SLEDUET PROWERITX, DEJSTWITELXNO LI NAJDENNAQ
KRIWAQ QWLQETSQ OGIBA@]EJ.

pRIMER. rASSMOTRIM DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE

y
0 = 3(y � sin x)2/3 + cos x . (6)

nEPOSREDSTWENNOJ PROWERKOJ NETRUDNO UBEDITXSQ, ^TO PRI L@BOM C FUNKCIQ

y = (x + C)3 + sin x (7)

ESTX RE[ENIE \TOGO URAWNENIQ. zDESX SEMEJSTWO INTEGRALXNYH KRIWYH ZADAETSQ S POMO]X@
FUNKCII

�(x, y, C) = y � (x + C)3 � sin x .

4



dLQ NAHOVDENIQ URAWNENIQ OGIBA@]EJ IMEEM SISTEMU

�(x, y, C) = y � (x + C)3 � sin x = 0

�0
C(x, y, C) = �3(x + C)2 = 0

)
.

oTS@DA x + C = 0, I y = sin x. nADO E]E PROWERITX, ^TO POSLEDNEE RAWENSTWO ZADAET
OGIBA@]U@. lEGKO WIDETX, ^TO PRI x = x0 KRIWYE y = sin x I y = (x� x0)3 + sin x IME@T

OB]U@ KASATELXNU@ W TO^KE S ABSCISSOJ x = x0. pO\TOMU y = sin x – OGIBA@]AQ SEMEJSTWA
KRIWYH (7) I, SLEDOWATELXNO, OSOBOE RE[ENIE URAWNENIQ (6).
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KAFEDRA «mATEMATI^ESKOE MODELIROWANIE»

PROF. p. l. iWANKOW

iNTEGRALY I DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ

KONSPEKT LEKCIJ

DLQ STUDENTOW 1-GO KURSA 2-GO SEMESTRA

SPECIALXNOSTEJ rl1,2,3,6, bmt1,2

lEKCIQ 17

dIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ n-GO PORQDKA. ~ASTNYE I OB]IE RE-
[ENIQ. zADA^A kO[I I EE GEOMETRI^ESKAQ INTERPRETACIQ (n = 2).
tEOREMA kO[I O SU]ESTWOWANII I EDINSTWENNOSTI RE[ENIQ DIFFE-
RENCIALXNOGO URAWNENIQ (BEZ DOKAZATELXSTWA). kRAEWAQ ZADA^A. pO-
NIVENIE PORQDKA NEKOTORYH TIPOW DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ n-
GO PORQDKA.

dIFFERENCIALXNYM URAWNENIEM n-GO PORQDKA NAZYWAETSQ URAWNENIE

F (x, y, y0, . . . , y(n)) = 0 ,

GDE x – NEZAWISIMAQ PEREMENNAQ, y�y(x) – NEIZWESTNAQ FUNKCIQ, y0 = y0(x), . . . , y(n) = y(n)(x)
– PROIZWODNYE SOOTWETSTWU@]IH PORQDKOW NEIZWESTNOJ FUNKCII, F – ZADANNAQ FUNKCIQ
UKAZANNYH PEREMENNYH.
w DALXNEJ[EM W OSNOWNOM OGRANI^IMSQ RASSMOTRENIEM DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ

n-GO PORQDKA, RAZRE[ENNYH OTNOSITELXNO STAR[EJ PROIZWODNOJ, T.E. URAWNENIJ WIDA

y(n) = f(x, y, y0, . . . , y(n�1)). (1)

mY BUDEM S^ITATX, ^TO PRAWAQ ^ASTX POSLEDNEGO URAWNENIQ OPREDELENA I NEPRERYWNA NA
NEKOTOROJ OBLASTI (n + 1)-MERNOGO PROSTRANSTWA PEREMENNYH x, y, y0, . . . , y(n�1). rE[ENIEM
URAWNENIQ (1) NAZYWAETSQ n RAZ (NEPRERYWNO) DIFFERENCIRUEMAQ FUNKCIQ y = y(x), ZADAN-
NAQ NA NEKOTOROM INTERWALE I, POSLE PODSTANOWKI KOTOROJ W URAWNENIE POLU^AETSQ WERNOE
RAWENSTWO PRI WSEH x 2 I. oB]IM RE[ENIEM URAWNENIQ (1) NAZYWAETSQ FUNKCIQ

y = y(x, C1, . . . , Cn) , (2)

ZADANNAQ NA NEKOTOROJ OBLASTI D (n + 1)-MERNOGO PROSTRANSTWA PEREMENNYH x, C1, . . . , Cn

I OBLADA@]AQ SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI.
1. pRI L@BYH FIKSIROWANNYH C1, . . . , Cn, DLQ KOTORYH SU]ESTWUET HOTQ BY ODIN IN-

TERWAL I TAKOJ, ^TO DLQ L@BOGO x 2 I TO^KA (x, C1, . . . , Cn) LEVIT W OBLASTI D, FUNKCIQ
(2) QWLQETSQ RE[ENIEM URAWNENIQ (1) NA L@BOM TAKOM INTERWALE. iNOGDA \TO SWOJSTWO
FORMULIRU@T KORO^E: PRI L@BYH FIKSIROWANNYH C1, . . . , Cn FUNKCIQ (2) ESTX RE[ENIE
URAWNENIQ (1).

2. dLQ L@BOJ TO^KI (x0, y0, y00, . . . , y
(n�1)
0 ) IZ OBLASTI OPREDELENIQ PRAWOJ ^ASTI URAW-

NENIQ (1) NAJDUTSQ ^ISLA C10, . . . , Cn0 TAKIE, ^TO FUNKCIQ

y = y(x, C10, . . . , Cn0)

1



OPREDELENA NA NEKOTOROM INTERWALE, SODERVA]EM TO^KU x0, I UDOWLETWORQET NA^ALXNYM
USLOWIQM

y(x0, C10, . . . , Cn0) = y0 ,

y0(x0, C10, . . . , Cn0) = y00 ,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
y(n�1)(x0, C10, . . . , Cn0) = y(n�1)

0

.

sOOTNO[ENIE

�(x, y, C1, . . . , Cn) = 0 ,

NEQWNO ZADA@]EE OB]EE RE[ENIE, NAZYWA@T OB]IM INTEGRALOM. pODROBNO SMYSL PO-
SLEDNEGO OPREDELENIQ NE RASSMATRIWAEM. wSQKOE RE[ENIE URAWNENIQ (1), POLU^A@]EESQ
IZ OB]EGO RE[ENIQ PRI FIKSIROWANNYH C1, . . . , Cn, NAZYWAETSQ ^ASTNYM RE[ENIEM \TOGO
URAWNENIQ; NEQWNO ZADANNOE RE[ENIE, POLU^AEMOE TAKIM SPOSOBOM IZ OB]EGO INTEGRALA,
NAZYWAETSQ ^ASTNYM INTEGRALOM.
rE[ITX DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE – ZNA^IT NAJTI WSE EGO RE[ENIQ; OBY^NO DELO

SWODITSQ K NAHOVDENI@ OB]EGO INTEGRALA (OB]EGO RE[ENIQ). eSLI ZADANY NA^ALXNYE

USLOWIQ (ILI INYE DOPOLNITELXNYE USLOWIQ), TO TREBUETSQ NAJTI ^ASTNOE RE[ENIE, UDO-
WLETWORQ@]EE \TIM USLOWIQM.
dLQ URAWNENIJ n-GO PORQDKA SPRAWEDLIWA TEOREMA, ANALOGI^NAQ TEOREME SU]ESTWOWANIQ

I EDINSTWENNOSTI DLQ URAWNENIJ PERWOGO PORQDKA.

tEOREMA (kO[I O SU]ESTWOWANII I EDINSTWENNOSTI RE[ENIQ DIFFERENCIALXNOGO URAWNE-
NIQ n-GO PORQDKA).
eSLI W URAWNENII

y(n) = f(x, y, y0, . . . , y(n�1))

FUNKCIQ f I EE ^ASTNYE PROIZWODNYE PO PEREMENNYM y, y0, . . . , y(n�1) NEPRERYWNY W NE-
KOTOROJ OBLASTI G PROSTRANSTWA PEREMENNYH x, y, y0, . . . , y(n�1), TO DLQ L@BOJ TO^KI

(x0, y0, y00, . . . , y
(n�1)
0 ) IZ \TOJ OBLASTI SU]ESTWUET RE[ENIE y = y(x) DANNOGO URAWNENIQ,

UDOWLETWORQ@]EE NA^ALXNYM USLOWIQM.

y(x0) = y0, y0(x0) = y00, . . . , y
(n�1)(x0) = y(n�1)

0 .

l@BYE DWA RE[ENIQ, UDOWLETWORQ@]IE ODNIM I TEM VE NA^ALXNYM USLOWIQM, SOWPADA@T
WS@DU, GDE ONI OBA OPREDELENY.
|TU TEOREMU PRINIMAEM BEZ DOKAZATELXSTWA.
kAK I W SLU^AE URAWNENIQ PERWOGO PORQDKA ZADA^A OTYSKANIQ RE[ENIQ URAWNENIQ (1),

UDOWLETWORQ@]EGO NA^ALXNYM USLOWIQM

y(x0) = y0, y0(x0) = y00, . . . , y
(n�1)(x0) = y(n�1)

0 ,

NAZYWAETSQ ZADA^EJ kO[I. iZ SFORMULIROWANNOJ TEOREMY SLEDUET, ^TO PRI WYPOLNENII
EE USLOWIJ RE[ENIE ZADA^I kO[I SU]ESTWUET I EDINSTWENNO. rASSMOTRIM GEOMETRI^ESKU@
INTERPRETACI@ ZADA^I kO[I DLQ URAWNENIQ WTOROGO PORQDKA.

y00 = f(x, y, y0) . (3)

zDESX TREBUETSQ NAJTI RE[ENIE \TOGO URAWNENIQ, UDOWLETWOR@]EE NA^ALXNYM USLOWIQM

y(x0) = y0 , y0(x0) = y00 ,

GDE (x0, y0, y00) – NEKOTORAQ TO^KA IZ OBLASTI OPREDELENIQ PRAWOJ ^ASTI (3).
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y

xO

y0

x0

'

y = y(x)

rIS.8

gEOMETRI^ESKI \TO OZNA^AET, ^TO NADO NAJTI INTEGRALXNU@ KRIWU@ NA PLOSKOSTI PEREMEN-
NYH x, y, PROHODQ]U@ ^EREZ TO^KU (x0, y0) I KASA@]U@SQ W \TOJ TO^KE PRQMOJ S ZADANNYM
UGLOWYM KO\FFICIENTOM tg ' = y00. wARXIRUQ y00, MY MOVEM POLU^ITX BESKONE^NO MNOGO
INTEGRALXNYH KRIWYH, PROHODQ]IH ^EREZ UKAZANNU@ TO^KU. oTS@DA SLEDUET, ^TO (PRI
WYPOLNENII USLOWIJ SFORMULIROWANNOJ TEOREMY) URAWNENIE (3) WTOROGO PORQDKA IMEET
BESKONE^NO MNOGO RE[ENIJ. aNALOGI^NYJ WYWOD SPRAWEDLIW I DLQ URAWNENIJ BOLEE WYSO-
KIH PORQDKOW.
pRI RE[ENII ZADA^I kO[I DLQ URAWNENIQ (1) n-GO PORQDKA PRI IZWESTNOM OB]EM RE-

[ENII y = y(x, C1, . . . , Cn) PROHODITSQ WYDELQTX ^ASTNOE RE[ENIE, OPREDELQQ C1, . . . , Cn IZ

SISTEMY
y(x0, C1, . . . , Cn) = y0 ,

y0(x0, C1, . . . , Cn) = y00 ,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
y(n�1)(x0, C1, . . . , Cn) = y(n�1)

0 ,

W KOTOROJ NA^ALXNYE ZNA^ENIQ ZADANY W ODNOJ TO^KE x0. pRI RE[ENII MNOGIH ZADA^,
ODNAKO, PRIHODITSQ NAHODITX ^ASTNOE RE[ENIE, UDOWLETWORQ@]EE NA^ALXNYM ZNA^ENIQM,
ZADANNYM PRI RAZLI^NYH x. zADA^A OTYSKANIQ TAKOGO ^ASTNOGO RE[ENIQ NAZYWAETSQ KRA-
EWOJ ZADA^EJ DLQ URAWNENIQ n-GO PORQDKA.
rASSMOTRIM KRAEWU@ ZADA^U DLQ URAWNENIQ WTOROGO PORQDKA

y00 = f(x, y, y0) (4)

pRI \TOM BUDEM RASSMATRIWATX RE[ENIQ \TOGO URAWNENIQ, ZADANNYE NE NA INTERWALE, A NA
OTREZKE; POD PROIZWODNYMI FUNKCII y = y(x) W GRANI^NYH TO^KAH OTREZKA BUDEM PONI-
MATX SOOTWETSTWU@]IE ODNOSTORONNIE PROIZWODNYE. oB]EE RE[ENIE URAWNENIQ WTOROGO
PORQDKA SODERVIT DWE PROIZWOLXNYE POSTOQNNYE, PO\TOMU DLQ IH OPREDELENIQ POTREBUETSQ
DWA USLOWIQ.
pUSTX TREBUETSQ NAJTI RE[ENIE URAWNENIQ (4), ZADANNOE NA OTREZKE [x1, x2] I UDOWLE-

TWORQ@]EE USLOWIQM

y(x1) = y1 , y(x2) = y2 .

|TI USLOWIQ NAZYWA@TSQ KRAEWYMI USLOWIQMI 1-GO RODA.
y

x

y1

x1

y2

x2
rIS.9

y

xO

↵

�

x1 x2 rIS.10

gEOMETRI^ESKI TAKAQ ZADA^A OZNA^AET, ^TO TREBUETSQ NAJTI INTEGRALXNU@ KRIWU@,
PROHODQ]U@ ^EREZ DWE ZADANNYE TO^KI (x1, y1) I (x2, y2).
eSLI ZADATX ZNA^ENIQ PROIZWODNYH

y0(x1) = y01 , y0(x2) = y02 ,

TO POLU^IM KRAEWYE USLOWIQ WTOROGO RODA. zADA^A OTYSKANIQ RE[ENIJ RE[ENIJ URAWNENIQ
(4), UDOWLETWORQ@]EGO TAKIM USLOWIQM, GEOMETRI^ESKI OZNA^AET, ^TO TREBUETSQ NAJTI
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INTEGRALXNU@ KRIWU@, IME@]U@ W TO^KAH S ABSCISSAMI x1 I x2 KASATELXNYE S UGLOWYMI

KO\FFICIENTAMI y01 = tg ↵ I y02 = tg � SOOTWETSTWENNO.
rASSMATRIWA@T I SME[ANNU@ KRAEWU@ ZADA^U, KOGDA ZADA@TSQ USLOWIQ RAZNOGO RODA.
w OTLI^IE OT ZADA^I kO[I, KOTORAQ PRI DOSTATO^NO OB]IH PREDPOLOVENIQH IMEET

EDINSTWENNOE RE[ENIE, KRAEWAQ ZADA^A MOVET NE IMETX RE[ENIJ ILI IMETX NESKOLXKO (I
DAVE BESKONE^NO MNOGO) RE[ENIJ. dLQ RE[ENIQ KRAEWOJ ZADA^I NAHODQT OB]EE RE[ENIE
SOOTWETSTWU@]EGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ, SODERVA]EE DWE PROIZWOLXNYE POSTOQN-
NYE C1 I C2, A ZATEM (ESLI \TO WOZMOVNO), OPREDELQ@T C1 I C2, PRI KOTORYH WYPOLNQ@TSQ
KRAEWYE USLOWIQ.

pRIMER. pUSTX IMEETSQ URAWNENIE

y00 + y = 0 .

nETRUDNO PROWERITX, ^TO OB]EE RE[ENIE IMEET W DANNOM SLU^AE WID:

y = C1 cos x + C2 sin x .

nAJDEM RE[ENIE, UDOWLETWORQ@]EE KRAEWYM USLOWIQM

y(0) = 1 , y
⇣⇡

2

⌘
= 1 .

iMEEM
C1 cos 0 + C2 sin 0 = 1

C1 cos
⇡

2
+ C2 sin

⇡

2
= 1

.

pOLU^ENNAQ SISTEMA IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIE C1 = C2 = 1. tREBUEMOE RE[ENIE ESTX

y = cos x + sin x .

eSLI ZADATX KRAEWYE USLOWIQ W WIDE y(0) = 1, y(⇡) = 1, TO DLQ OPREDELENIQ C1 I C2

POLU^IM SISTEMU:
C1 cos 0 + C2 sin 0 = 1

C1 cos ⇡ + C2 sin ⇡ = 1
,

KOTORAQ, KAK LEGKO WIDETX, NESOWMESTNA. rE[ENIJ U SOOTWETSTWU@]EJ KRAEWOJ ZADA^I NET.
nETRUDNO PROWERITX, ^TO PRI KRAEWYH USLOWIQH y(0) = 1, y(⇡) = �1 KRAEWAQ ZADA^A

DLQ RASSMATRIWAEMOGO URAWNENIQ IMEET BESKONE^NO MNOGO RE[ENIJ.
rASSMOTRIM NEKOTORYE URAWNENIQ, DOPUSKA@]IE PONIVENIE PORQDKA. pUSTX DANO URAW-

NENIE

F
�
x, y0, y00, . . . , y(n)

�
= 0 ,

NE SODERVA]EE QWNO y. pOLOVIM z = y0 I W REZULXTATE POLU^IM URAWNENIE (n � 1)-GO
PORQDKA

F
�
x, z, z0, . . . , z(n�1)

�
= 0

OTNOSITELXNO NOWOJ NEIZWESTNOJ FUNKCII z. rE[IW EGO (ESLI \TO WOZMOVNO), NAJDEM z, A
ZATEM I y.
eSLI TREBUETSQ RE[ITX URAWNENIE n-GO PORQDKA, NE SODERVA]EE QWNO x, T.E. URAWNENIE

WIDA

F
�
y0, y00, . . . , y(n)

�
= 0 ,

TO PONIZITX PORQDOK TAKOGO URAWNENIQ MOVNO S POMO]X@ NOWOJ NEIZWESTNOJ FUNKCII

p = p(y), DLQ KOTOROJ y0 = p(y). iZ POSLEDNEGO RAWENSTWA

y00 = p0(y) · y0 = p0(y) · p(y) ,
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I PRI n = 2 DLQ OPREDELENIQ NEIZWESTNOJ FUNKCII p POLU^AEM URAWNENIE

F
�
y, p(y), p0(y) · p(y)

�
= 0

PERWOGO PORQDKA, PRI RE[ENII KOTOROGO y SLEDUET S^ITATX NEZAWISIMOJ PEREMENNOJ, A
p = p(y) – NEIZWESTNOJ FUNKCIEJ \TOJ PEREMENNOJ. rE[IW POSLEDNEE URAWNENIE, NAJDEM
p(y), A ZATEM I y IZ URAWNENIQ y0 = p(y). w SLU^AE URAWNENIQ n-GO PORQDKA \TOT PRIEM
POZWOLQET SWESTI ISHODNU@ ZADA^U K ANALOGI^NOJ ZADA^E DLQ URAWNENIQ (n�1)-GO PORQDKA.
pRIMER. pUSTX TREBUETSQ NAJTI RE[ENIE URAWNENIQ

2yy00 = 1 + (y0)2 ,

UDOWLETWORQ@]EE NA^ALXNYM USLOWIQM y(0) = y0(0) = 1.
wWEDEM NOWU@ NEIZWESTNU@ FUNKCI@ p(y), DLQ KOTOROJ y0 = p(y). pOSKOLXKU

y00 = p0(y) · y0 = p0(y) · p(y), TO DLQ OPREDELENIQ p(y) IMEEM URAWNENIE 1-GO PORQDKA

2y p · p0 = 1 + p2 .

|TO – URAWNENIE S RAZDELQ@]IMISQ PEREMENNYMI. rAZDELQQ PEREMENNYE I NAHODQ PERWO-
OBRAZNYE, POLU^AEM

ln(1 + p2) = ln |y| + C . (5)

dLQ OPREDELENIQ C ZAPI[EM \TO URAWNENIE TAK

ln
⇣
1 +

�
y0(x)

�2
⌘

= ln |y(x)| + C .

pODSTAWIW x = 0, POLU^IM S U^ETOM NA^ALXNYH USLOWIJ

ln 2 = ln 1 + C ,

T.E. C = ln 2. pO\TOMU IZ (5) POLU^AEM

1 + p2 = ±2y ;

T.K. y(x) > 0 W OKRESTNOSTI INTERESU@]EJ NAS TO^KI x = 0, TO SPRAWA WYBIRAEM ZNAK ”+”;
POSKOLXKU p

�
y(0)

�
= y0(0) TAKVE TAKVE POLOVITELXNO, TO

p =
p

2y � 1 .

dLQ OPREDELENIQ y IMEEM, SLEDOWATELXNO, URAWNENIE

y0 =
p

2y � 1 .

rE[IW \TO URAWNENIE S RAZDELQ@]IMISQ PEREMENNYMI, POLU^IM

p
2y � 1 = x + C .

PODSTAWIW x = 0, NAJDEM C = 1. pO\TOMU
p

2y � 1 = x + 1, I OKON^ATELXNO

y =
1

2

�
x2 + 2x + 2

�
.
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KAFEDRA «mATEMATI^ESKOE MODELIROWANIE»

PROF. p. l. iWANKOW

iNTEGRALY I DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ

KONSPEKT LEKCIJ

DLQ STUDENTOW 1-GO KURSA 2-GO SEMESTRA

SPECIALXNOSTEJ rl1,2,3,6, bmt1,2

lEKCII 18-19

lINEJNYE DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ n-GO PORQDKA, ODNORODNYE
I NEODNORODNYE. tEOREMA SU]ESTWOWANIQ I EDINSTWENNOSTI RE[ENIQ.
dIFFERENCIALXNYJ OPERATOR L[y], EGO SWOJSTWA. lINEJNOE PROSTRAN-
STWO RE[ENIJ ODNORODNOGO LINEJNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ.
lINEJNAQ ZAWISIMOSTX I NEZAWISIMOSTX SISTEMY FUNKCIJ NA PROME-
VUTKE. oPREDELITELX wRONSKOGO (WRONSKIAN). tEOREMA O WRONSKI-
ANE SISTEMY LINEJNO NEZAWISIMYH RE[ENIJ ODNORODNOGO LINEJNOGO

DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ. tEOREMA O STRUKTURE OB]EGO RE[E-
NIQ ODNORODNOGO LINEJNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ. rAZMER-
NOSTX PROSTRANSTWA RE[ENIJ ODNORODNOGO LINEJNOGO DIFFERENCIALX-
NOGO URAWNENIQ. fUNDAMENTALXNAQ SISTEMA RE[ENIJ ODNORODNOGO LI-
NEJNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ. fORMULA oSTROGRADSKOGO-
lIUWILLQ I EE SLEDSTWIQ. pONIVENIE PORQDKA ODNORODNOGO LINEJNOGO
URAWNENIQ (PRI IZWESTNOM ^ASTNOM RE[ENII).

lINEJNYM DIFFERENCIALXNYM URAWNENIEM n-GO PORQDKA NAZYWAETSQ URAWNENIE WIDA

y(n) + a1(x)y(n�1) + . . . + an(x)y = b(x) , (1)

GDE FUNKCII a1(x), . . . , an(x), b(x) OPREDELENY NA NEKOTOROM PROMEVUTKE I ^ISLOWOJ PRQ-
MOJ; MY BUDEM S^ITATX, ^TO WSE \TI FUNKCII NEPRERYWNY NA UKAZANNOM PROMEVUTKE. eSLI
b(x) ⌘ 0, TO URAWNENIE (1) NAZYWAETSQ ODNORODNYM, W PROTIWNOM SLU^AE (T.E. ESLI b(x) OT-
LI^NA OT TOVDESTWENNOGO NULQ) – NEODNORODNYM.

tEOREMA (O SU]ESTWOWANII I EDINSTWENNOSTI RE[ENIQ LINEJNOGO URAWNENIQ n-GO PO-

RQDKA). dLQ L@BOJ TO^KI x0 2 I I DLQ L@BYH ^ISEL y0, y00, . . . , y
(n�1)
0 SU]ESTWUET RE[ENIE

y = y(x) URAWNENIQ (1), OPREDELENNOE NA WSEM PROMEVUTKE I I UDOWLETWORQ@]EE NA^ALXNYM

USLOWIQM y(x0) = y0, y0(x0) = y00, . . . , y(n�1)(x0) = y(n�1)
0 .

l@BYE DWA RE[ENIQ, UDOWLETWORQ@]IE ODNIM I TEM VE NA^ALXNYM USLOWIQM, SOWPA-
DA@T WO WSEH TO^KAH PROMEVUTKA I.
|TU TEOREMU PRINIMAEM BEZ DOKAZATELXSTWA.

w DALXNEJ[EM BUDEM RASSMATRIWATX LI[X TE RE[ENIQ URAWNENIQ (1), KOTORYE ZADANY
NA WSEM PROMEVUTKE I (T.N. NEPRODOLVAEMYE RE[ENIQ).
pUSTXX – MNOVESTWO WSEH n RAZ NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMYH FUNKCIJ NA INTERWALE

I; Y – MNOVESTWO WSEH NEPRERYWNYH FUNKCIJ NA \TOM INTERWALE. lEGKO PROWERITX, ^TO
X I Y – LINEJNYE PROSTRANSTWA OTNOSITELXNO OBY^NYH OPERACIJ SLOVENIQ FUNKCIJ I
UMNOVENIQ IH NA ^ISLA. nUL<M \TIH PROSTRANSTW SLUVIT FUNKCIQ, TOVDESTWENNO RAWNAQ
NUL@ NA PROMEVUTKE I.
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oTOBRAVENIE L : X ! Y , OPREDELQEMOE RAWENSTWOM

L[y] = y(n) + a1(x)y(n�1) + . . . + an(x)y ,

QWLQETSQ LINEJNYM OPERATOROM, T.K.

L[y1 + y2] = L[y1] + L[y2] , L[↵y] = ↵L[y]

DLQ L@BYH \LEMENTOW y, y1, y2 PROSTRANSTWA X I DLQ L@BOGO ^ISLA ↵. oBA \TI RAWENSTWA
PROWERQ@TSQ NEPOSREDSTWENNO. lINEJNYJ OPERATOR L[y] NAZYWAETSQ LINEJNYM DIFFEREN-
CIALXNYM OPERATOROM n-GO PORQDKA.

tEOREMA (O PROSTRANSTWE RE[ENIJ LINEJNOGO ODNORODNOGO URAWNENIQ n-GO PORQDKA). sOWO-
KUPNOSTX WSEH RE[ENIJ LINEJNOGO ODNORODNOGO URAWNENIQ n-GO PORQDKA OBRAZUET LINEJNOE
PROSTRANSTWO.
dOKAZATELXSTWO. uRAWNENIE (1) PRI b(x) ⌘ 0 MOVNO ZAPISATX W WIDE

L[y] = 0 . (2)

eSLI y, y1, y2 – PROIZWOLXNYE RE[ENIQ \TOGO URAWNENIQ I ↵ – WE]ESTWENNOE ^ISLO, TO W
SILU LINEJNOSTI OPERATORA L IMEEM

L[y1 + y2] = L[y1] + K[y2] = 0 , L[↵y] = ↵L[y] = 0 ,

GDE 0 OZNA^AET FUNKCI@, TOVDESTWENNO RAWNU@ NUL@ NA PROMEVUTKE I. mY WIDIM, ^TO
y1 + y2 I ↵y – TAKVE RE[ENIQ URAWNENIQ (2). pRO^IE USLOWIQ IZ OPREDELENIQ LINEJNOGO
PROSTRANSTWA TAKVE PROWERQ@TSQ BEZ TRUDA. pO\TOMU SOWOKUPNOSTX RE[ENIJ URAWNENIQ
(2) OBRAZUET LINEJNOE PROSTRANSTWO. tEOREMA DOKAZANA.

dLQ SISTEMY FUNKCIJ

y1 = y1(x), . . . , yn = yn(x) ,

ZADANNYH NA PROMEVUTKE I, OBY^NYM OBRAZOM WWODITSQ PONQTIE LINEJNOJ ZAWISIMOSTI; TA-
KAQ SISTEMA NAZYWAETSQ LINEJNO ZAWISIMOJ, ESLI SU]ESTWUET NETRIWIALXNAQ RAWNAQ NUL@
LINEJNAQ KOMBINACIQ \TIH FUNKCIJ:

↵1y1 + . . . + ↵nyn ⌘ 0 , ↵2
1 + . . . + ↵2

n > 0 .

w PROTIWNOM SLU^AE (T.E. KOGDA TOVDESTWENNOMU NUL@ MOVET RAWNQTXSQ LI[X TRIWIALXNAQ
LINEJNAQ KOMBINACIQ \TIH FUNKCIJ) SISTEMA FUNKCIJ NAZYWAETSQ LINEJNO NEZAWISIMOJ.
eSLI SISTEMA FUNKCIJ y1, . . . , yn, ZADANNYH NA PROMEVUTKE I, SOSTOIT IZ n � 1 RAZ

DIFFERENCIRUEMYH FUNKCIJ, TO OPREDELITELEM wRONSKOGO (WRONSKIANOM) \TOJ SISTEMY
FUNKCIJ NAZYWA@T OPREDELITELX

W (x) =

��������

y1 y2 . . . yn

y01 y02 . . . y0n
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
y(n�1)

1 y(n�1)
2 . . . y(n�1)

n

��������
.

tEOREMA (OB OPREDELITELE wRONSKOGO LINEJNO ZAWISIMOJ SISTEMY FUNKCIJ). eSLI SI-
STEMA n�1 RAZ DIFFERENCIRUEMYH NA PROMEVUTKE I FUNKCIJ y1, . . . , yn LINEJNO ZAWISIMA,
TO OPREDELITELX wRONSKOGO \TOJ SISTEMY FUNKCIJ TOVDESTWENNO RAWEN NUL@.
dOKAZATELXSTWO. t.K. FUNKCII y1, . . . , yn LINEJNO ZAWISIMY, TO SU]ESTWUET NETRIWI-

ALXNAQ LINEJNAQ KOMBINACIQ \TIH FUNKCIJ, TOVDESTWENNO RAWNAQ NUL@:

↵1y1 + . . . + ↵nyn ⌘ 0 .
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dIFFERENCIRUQ \TO RAWENSTWO n� 1 RAZ, POLU^IM

↵1y01 + . . . + ↵ny0n ⌘ 0 ,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
↵1y

(n�1)
1 + . . . + ↵ny

(n�1)
n ⌘ 0 .

.

mY WIDIM, ^TO STOLBCY OPREDELITELQ wRONSKOGO RASSMATRIWAEMOJ SISTEMY FUNKCIJ LI-
NEJNO ZAWISIMY, I, SLEDOWATELXNO, \TOT OPREDELITELX RAWEN NUL@. tEOREMA DOKAZANA.
zAME^ANIE. rAWENSTWO NUL@ OPREDELITELQ wRONSKOGO QWLQETSQ LI[X NEOBHODIMYM

USLOWIEM LINEJNOJ ZAWISIMOSTI FUNKCIJ. nAPRIMER, FUNKCII y1(x) = x2 I y2(x) = x|x|
LINEJNO NEZAWISIMY NA INTERWALE (�1; 1), ODNAKO OPREDELITELX wRONSKOGO \TOJ SISTEMY
FUNKCIJ RAWEN NUL@ W KAVDOJ TO^KE UKAZANNOGO INTERWALA.

tEOREMA (OB OPREDELITELE wRONSKOGO LINEJNO NEZAWISIMOJ SISTEMY RE[ENIJ LINEJNOGO
ODNORODNOGO URAWNENIQ n-GO PORQDKA). pUSTX y1, . . . , yn – LINEJNO NEZAWISIMAQ SISTEMA
RE[ENIJ URAWNENIQ

y(n) + a1y
(n�1) + . . . + any = 0 , (3)

GDE a1 = a1(x), . . . , an = an(x) – FUNKCII, NEPRERYWNYE NA PROMEVUTKE I. tOGDA OPRE-
DELITELX wRONSKOGO \TOJ SISTEMY RE[ENIJ NE RAWEN NUL@ NI W ODNOJ TO^KE PROMEVUTKA

I.
dOKAZATELXSTWO. pUSTX WOPREKI UTWERVDENI@ TEOREMY W NEKOTOROJ TO^KE x0 2 I

W (x0) =

���������

y1(x0) . . . yn(x0)

y01(x0) . . . y0n(x0)

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
y(n�1)

1 (x0) . . . y(n�1)
n (x0)

���������

= 0 .

iZ \TOGO RAWENSTWA SLEDUET, ^TO STOLBCY OPREDELITELQ W (x0) LINEJNO ZAWISIMY, T.E.
SU]ESTWUET NETRIWIALXNYJ NABOR ^ISEL ↵1, . . . ,↵n TAKOJ, ^TO

↵1y
(j)
1 (x0) + . . . + ↵ny

(j)
n (x0) = 0 ,

j = 0, 1, . . . , n� 1 .
(4)

rASSMOTRIM FUNKCI@ y(x) = ↵1y1(x) + . . . + ↵nyn(x) ; PO TEOREME O PROSTRANSTWE RE[E-
NIJ LINEJNOGO ODNORODNOGO URAWNENIQ \TA FUNKCIQ ESTX RE[ENIE URAWNENIQ (3). fUNKCIQ,
TOVDESTWENNO RAWNAQ NUL@ NA PROMEVUTKE I, TAKVE UDOWLETWORQET \TOMU URAWNENI@ I

NA^ALXNYM USLOWIQM (4). pO TEOREME SU]ESTWOWANIQ I EDINSTWENNOSTI POLU^AEM OTS@DA,
^TO y(x) ⌘ 0, T.E. SU]ESTWUET NETRIWIALXNAQ RAWNAQ NUL@ LINEJNAQ KOMBINACIQ FUNKCIJ
y1(x), . . . , yn(x), ^TO PROTIWORE^IT LINEJNOJ NEZAWISIMOSTI \TIH FUNKCIJ. pOLU^ENNOE

PROTIWORE^IE DOKAZYWAET TEOREMU.

tEOREMA (O STRUKTURE OB]EGO RE[ENIQ LINEJNOGO ODNORODNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAW-
NENIQ). pUSTX IMEETSQ DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE

y(n) + a1(x)y(n�1) + . . . + an(x)y = 0 ,

GDE FUNKCII a1(x), . . . , an(x) OPREDELENY I NEPRERYWNY NA PROMEVUTKE I. tOGDA SOWOKUP-
NOSTX WSEH RE[ENIJ \TOGO URAWNENIQ ESTX LINEJNOE PROSTRANSTWO RAZMERNOSTI n.
dOKAZATELXSTWO. tO, ^TO SOWOKUPNOSTX X WSEH RE[ENIJ DANNOGO DIFFERENCIALX-

NOGO URAWNENIQ OBRAZUET LINEJNOE PROSTRANSTWO, UVE DOKAZANO (SM. TEOREMU O LINEJ-
NOM PROSTRANSTWE RE[ENIJ LINEJNOGO ODNORODNOGO URAWNENIQ). ~TOBY DOKAZATX, ^TO
dim X = n, DOSTATO^NO UKAZATX W X BAZIS IZ n WEKTOROW. s \TOJ CELX@ RASSMOTRIM
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RE[ENIQ y1(x), . . . , yn(x) DANNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ, UDOWLETWORQ@]IE TAKIM
NA^ALXNYM USLOWIQM

y1(x0) = 1 , y01(x0) = . . . = y(n�1)
1 (x0) = 0 ,

y2(x0) = 0 , y02(x0) = 1 , y002(x0) = . . . = y(n�1)
2 (x0) = 0 ,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
yn(x0) = . . . = y(n�2)

n (x0) = 0 , y(n�1)
n (x0) = 1 ,

GDE x0 – PROIZWOLXNAQ TO^KA PROMEVUTKA I. sU]ESTWOWANIE TAKIH RE[ENIJ SLEDUET IZ
TEOREMY SU]ESTWOWANIQ I EDINSTWENNOSTI. rE[ENIQ \TI LINEJNO NEZAWISIMY, T.K.

W (x0) =

��������

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 . . . 1

��������
= 1 6= 0 .

dALEE, ESLI y(x) – PROIZWOLXNOE RE[ENIE RASSMATRIWAEMOGO URAWNENIQ, I ESLI

y(x0) = C1 , y0(x0) = C2 , . . . , y(n�1)(x0) = Cn ,

TO W TO^KE x0, O^EWIDNO, WYPOLNQ@TSQ RAWENSTWA

y(j)(x0) = s1y
(j)
1 (x0) + . . . + sny

(j)
n (x0) ,

j = 0, 1, . . . , n� 1 .

pO\TOMU PO TEOREME SU]ESTWOWANIQ I EDINSTWENNOSTI

y(x) = C1y1(x) + . . . + Cnyn(x)

PRI L@BOM x 2 I. tAKIM OBRAZOM, y1(x), . . . , yn(x) OBRAZU@T BAZIS W X I, SLEDOWATELXNO,
dim X = n. tEOREMA DOKAZANA.

bAZIS PROSTRANSTWA RE[ENIJ LINEJNOGO ODNORODNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ

NAZYWAETSQ FUNDAMENTALXNOJ SISTEMOJ RE[ENIJ \TOGO URAWNENIQ. eSLI y1(x), . . . , yn(x) –
FUNDAMENTALXNAQ SISTEMA RE[ENIJ LINEJNOGO ODNORODNOGO URAWNENIQ, TO OB]EE RE[ENIE
TAKOGO URAWNENIQ MOVNO ZAPISATX W WIDE

y(x) = C1y1(x) + . . . + Cnyn(x) ,

GDE C1, . . . , Cn – PROIZWOLXNYE POSTOQNNYE.
pUSTX y1 = y1(x) I y2 = y2(x) – RE[ENIQ LINEJNOGO ODNRODNOGO DIFFERENCIALXNOGO

URAWNENIQ WTOROGO PORQDKA

y00 + a1(x)y0 + a2(x)y = 0 ,

GDE, KAK OBY^NO, a1(x) I a2(x) – FUNKCII, NEPRERYWNYE NA NEKOTOROM PROMEVUTKE. dLQ
OPREDELITELQ wRONSKOGO UKAZANNYH RE[ENIJ IMEEM

W 0(x) =
d

dx

�����
y1 y2

y01 y02

����� =

�����
y01 y02
y01 y02

����� +

�����
y1 y2

y001 y002

����� =

=

�����
y1 y2

�a1(x)y01 � a2(x)y1 �a1(x)y02 � a2(x)y2

����� = �a1(x)W (x) , T.E.

W 0(x) + a1(x)W (x) = 0 .
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mY WIDIM, ^TO OPREDELITELX wRONSKOGO W (x) UDOWLETWORQET URAWNENI@

y0 + a1(x)y = 0 . (5)

nEPOSREDSTWENNOJ PROWERKOJ MOVNO UBEDITXSQ, ^TO \TOMU VE URAWNENI@ UDOWLETWORQET I
FUNKCIQ

y(x) = W (x0) e
�

xR

x0

a1(t)dt

,

PRI^<M y(x0) = W (x0), GDE x0 – PROIZWOLXNAQ FIKSIROWANNAQ TO^KA PROMEVUTKA I. iZ

TEOREMY SU]ESTWOWANIQ I EDINSTWENNOSTI DLQ URAWNENIQ (5) POLU^AEM, ^TO DLQ WSEH
x 2 I WYPOLNQETSQ RAWENSTWO

W (x) = W (x0) e
�

xR

x0

a1(t)dt

.

|TO RAWENSTWO NAZYWAETSQ FORMULOJ oSTROGRADSKOGO-lIUWILLQ.
aNALOGI^NAQ FORMULA SPRAWEDLIWA I DLQ LINEJNOGO ODNORODNOGO URAWNENIQ n-GO PO-

RQDKA: ESLI y1, . . . , yn – RE[ENIQ URAWNENIQ

y(n) + a1(x)y(n�1) + . . . + an(x)y = 0 ,

TO

W (x) = W (x0) e
�

xR

x0

a1(t)dt

,

GDE

W (x) =

���������

y1 . . . yn

y01 . . . y0n
· · · · · · · · · · · · · · ·
y(n�1)

1 . . . y(n�1)
n

���������

,

A x0 – PROIZWOLXNAQ TO^KA PROMEVUTKA, NA KOTOROM ZADANY KO\FFICIENTY URAWNENIQ.
eSLI IZWESTNO ^ASTNOE RE[ENIE '(x) LINEJNOGO ODNORODNOGO URAWNENIQ, TO PORQDOK

URAWNENIQ MOVET BYTX PONIVEN. sOOTWETSTWU@]IJ PRIEM RASSMOTRIM DLQ URAWNENIQ

WTOROGO PORQDKA

y00 + a1(x)y0 + a2(x)y = 0 . (6)

pODSTAWIM W \TO URAWNENIE y = z · '(x), GDE z = z(x) – NOWAQ NEIZWESTNAQ FUNKCIQ. t.K.

y0 = z · '0(x) + z0'(x) = 0 ,

y00 = z · '00(x) + 2z0'0(x) + z00'(x) ,

TO DLQ OPREDELENIQ z IMEEM URAWNENIE

z
�
'00(x) + a1(x)'0(x) + a2(x)'(x)

�
+ 2z0'0(x) + z00'(x) + a1(x)z0 · '(x) = 0 .

kO\FFICIENT PRI z ZDESX RAWEN NUL@, I z OPREDELQETSQ IZ URAWNENIQ

z00'(x) +
�
2'0(x) + a1(x)'0(x)

�
· z0 = 0 ,

KOTOROE NE SODERVIT z I LEGKO SWODITSQ K LINEJNOMU ODNORODNOMU URAWNENI@ PERWOGO

PORQDKA.
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dRUGOJ PODHOD K PONIVENI@ PORQDKA LINEJNOGO ODNORODNOGO URAWNENIQ PRI IZWESTNOM

^ASTNOM RE[ENII OSNOWAN NA PRIMENENII FORMULY oSTROGRADSKOGO-lIUWILLQ. eSLI, KAK
I WY[E, '(x) – IZWESTNOE ^ASTNOE RE[ENIE URAWNENIQ (6), TO

W (x) =

�����
y '(x)

y0 '0(x)

����� = W (x0) · e
�

xR

x0

a1(t)dt

, (7)

I DLQ OPREDELENIQ y = y(x) POLU^AETSQ LINEJNOE ODNORODNOE URAWNENIE PERWOGO PORQDKA.
eSLI PRI \TOM NAS NE INTERESU@T NA^ALXNYE USLOWIQ DLQ y(x), TO x0 I W (x0) W PRAWOJ
^ASTI (7) MOVNO ZADATX PROIZWOLXNO. nAPRIMER, MOVNO NAHODITX y = y(x) IZ URAWNENIQ

�����
y '(x)

y0 '0(x)

����� = e�
R

a1(x)dx ,

GDE

Z
a1(x)dx OZNA^AET PROIZWOLXNU@ FIKSIROWANNU@ PERWOOBRAZNU@ FUNKCII a1(x).

pRIMER. pUSTX TREBUETSQ NAJTI OB]EE RE[ENIE URAWNENIQ

2
p

x · y00 � (4
p

x + 1) y0 + (2
p

x + 1) y = 0 ,

ESLI IZWESTNO EGO ^ASTNOE RE[ENIE '(x) = ex. wTOROE ^ASTNOE RE[ENIE (LINEJNO NEZAWI-
SIMOE S PERWYM) I]EM W WIDE y = z ex; IMEEM y0 = (z0 + z) ex, y00 = (z00 + 2z0 + z) ex, I DLQ
OPREDELENIQ z POLU^AEM URAWNENIE

2
p

x(z00 + 2z0 + z)� (4
p

x + 1)(z0 + z) + (2
p

x + 1) z = 0 .

pOSLE O^EWIDNYH PREOBRAZOWANIJ NAHODIM
z00

z0
=

1

2
p

x
. nAS INTERESUET LI[X ^ASTNOE RE-

[ENIE \TOGO URAWNENIQ, NAPRIMER, z0 = e
p

x. oTS@DA

z =

Z
e
p

xdx =

Z
2t etdt = 2t et � 2

Z
etdt = 2(t� 1) et + C = 2(

p
x� 1) e

p
x + C .

tAKIM OBRAZOM, MOVNO WZQTX z = 2(
p

x � 1) e
p

x. pO\TOMU FUNDAMENTALXNU@ SISTEMU

RE[ENIJ DANNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ SOSTAWLQ@T FUNKCII

y1(x) = ex I y2(x) = 2(
p

x� 1) e
p

x+x ,

A OB]EE RE[ENIE MOVNO ZAPISATX W WIDE

y = C1e
x + C2(

p
x� 1) e

p
x+x ,

GDE C1 I C2 – PROIZWOLXNYE POSTOQNNYE (KO\FFICIENT 2, WHODQ]IJ W RE[ENIE y2(x), ”PO-
GLO]AETSQ” POSTOQNNOJ C2).
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KAFEDRA «mATEMATI^ESKOE MODELIROWANIE»

PROF. p. l. iWANKOW

iNTEGRALY I DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ

KONSPEKT LEKCIJ

DLQ STUDENTOW 1-GO KURSA 2-GO SEMESTRA

SPECIALXNOSTEJ rl1,2,3,6, bmt1,2

lEKCII 20-21

lINEJNYE ODNORODNYE URAWNENIQ S POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI.
hARAKTERISTI^ESKOE URAWNENIE LINEJNOGO ODNORODNOGO DIFFERENCI-
ALXNOGO URAWNENIQ. pOSTROENIE OB]EGO RE[ENIQ PO KORNQM HARAKTE-
RISTI^ESKOGO URAWNENIQ (WYWOD DLQ n = 2). lINEJNYE NEODNORODNYE
DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ. sTRUKTURA OB]EGO RE[ENIQ LINEJ-
NOGO NEODNORODNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ. tEOREMA O NA-
LOVENII ^ASTNYH RE[ENIJ. mETOD lAGRANVA WARIACII POSTOQNNYH
(WYWOD DLQ n = 2). sTRUKTURA ^ASTNOGO RE[ENIQ LINEJNOGO NEODNO-
RODNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ S POSTOQNNYMI KO\FFICIEN-
TAMI I PRAWOJ ^ASTX@ SPECIALXNOGO WIDA.

rASSMOTRIM LINEJNOE ODNORODNOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE S POSTOQNNYMI KO\F-
FICIENTAMI

y(n) + a1y
(n�1) + . . . + any = 0 , (1)

GDE a1, . . . , an – WE]ESTWENNYE ^ISLA. uRAWNENIE

�n + a1�
n�1 + . . . + an�1� + an = 0

NAZYWAETSQ HARAKTERISTI^ESKIM URAWNENIEM DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ (1). pUSTX �0

– WE]ESTWENNYJ KORENX HARAKTERISTI^ESKOGO URAWNENIQ. tOGDA y0(x) = e�0x ESTX RE[ENIE

URAWNENIQ (1). w SAMOM DELE, y(k)
0 (x) = �k

0e
�0x (DOKAZYWAETSQ PO INDUKCII), PO\TOMU

y(n)
0 + a1y

(n�1)
0 + . . . + any0 = (�n

0 + a2�
n�1
0 + . . . + an) · e�0x = 0 .

pUSTX IMEETSQ KOMPLEKSNOZNA^NAQ FUNKCIQ w(x) = u(x) + i v(x) WE]ESTWENNOJ PEREMENNOJ
x. s^ITAQ, ^TO u(x) I v(x) DIFFERENCIRUEMY (SOOTWETSTWU@]EE ^ISLO RAZ), POLOVIM PO
OPREDELENI@

w(k)(x) = u(k) + i v(k)(x), k = 0, 1, . . . .

pRI TAKOM OPREDELENII SOHRANQ@TSQ PRAWILA DIFFERENCIROWANIQ SUMMY, PROIZWEDENIQ
I ^ASTNOGO, A TAKVE MNOGIE DRUGIE SWOJSTWA OPERACII DIFFERENCIROWANIQ. dALEE, ESLI
z = x + i y, TO BUDEM S^ITATX PO OPREDELENI@, ^TO

ez = ex+i y = ex(cos y + i sin y) .

pUSTX � = ↵ + i �, I PUSTX x - WE]ESTWENNAQ PEREMENNAQ. tOGDA

e�x = e↵x+i �x = e↵x(cos �x + i sin �x) .
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pO\TOMU

(e�x)0 = ↵ e↵x(cos �x + i sin �x) + e↵x(�� sin �x + i � cos �x) = (↵ + i �) e(↵+i �) x = � e�x .

pO INDUKCII MOVNO DOKAZATX FORMULU

(e�x)(k) = �ke�x , k = 0, 1, 2 . . . .

nETRUDNO PROWERITX, ^TO ESLI FUNKCIQ w(x) = u(x)+iv(x) ESTX RE[ENIE URAWNENIQ (1), TO
EE WE]ESTWENNAQ ^ASTX u(x) I MNIMAQ ^ASTX v(x) TAKVE BUDUT RE[ENIQMI \TOGO URAWNENIQ
(PRI WE]ESTWENNYH KO\FFICIENTAH a0, a1, . . . , an). s POMO]X@ RAWENSTWA (e�x)(k) = �ke�x

MOVNO BEZ TRUDA PROWERITX, ^TO ESLI �0 = ↵+i� 6= 0, ESTX KOMPLEKSNYJ KORENX HARAKTERI-
STI^ESKOGO URAWNENIQ, TO w(x) = e�0x = e↵x(cos �x+ i sin �x) ESTX RE[ENIE URAWNENIQ (1), A
TOGDA I FUNKCII u(x) = e↵x cos �x I v(x) = e↵x sin �x TAKVE BUDUT RE[ENIQMI \TOGO URAW-
NENIQ. mY WIDIM, ^TO, ZNAQ KORNI HARAKTERISTI^ESKOGO URAWNENIQ, MOVNO NAHODITX ^AST-
NYE RE[ENIQ SOOTWETSTWU@]EGO LINEJNOGO ODNORODNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ S

POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI. eSLI IZWESTNY WSE KORNI HARAKTERISTI^ESKOGO URAWNENIQ,
TO MOVNO POSTROITX I OB]EE RE[ENIE SOOTWETSTWU@]EGO DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ.
pODROBNO RASSMOTRIM URAWNENIE WTOROGO PORQDKA. lINEJNOE ODNORODNOE DIFFERENCIALX-
NOE URAWNENIE 2-GO PORQDKA S POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI IMEET WID

y00 + a1y
0 + a2y = 0 , (2)

GDE a1 I a2 - WE]ESTWENNYE ^ISLA. nAPI[EM SOOTWETSTWU@]EE HARAKTERISTI^ESKOE URAW-
NENIE:

�2 + a1� + a2 = 0 . (3)

dLQ URAWNENIQ (3) WOZMOVEN ODIN (I TOLXKO ODIN) IZ SLEDU@]IH SLU^AEW.

1. kORNI URAWNENIQ (3) WE]ESTWENNY I RAZLI^NY. oBOZNA^IM \TI KORNI �1 I �2. tOGDA
FUNDAMENTALXNU@ SISTEMU RE[ENIJ URAWNENIQ (2) OBRAZU@T FUNKCII y1 = e�1x I y2 = e�2x,
A OB]EE RE[ENIE IMEET WID

y = C1e
�1x + C2e

�2x .

zDESX NUVNO PROWERITX LI[X LINEJNU@ NEZAWISIMOSTX RE[ENIJ y1 I y2; ^TOBY UBEDITXSQ
W \TOM, SOSTAWIM OPREDELITELX wRONSKOGO:

W (x) =

�����
e�1·x e�2·x

�1 e�1·x �2 e�2·x

����� = e�1·x · e�2·x
����

1 1

�1 �2

���� = e(�1+�2)·x · (�1 � �2) 6= 0 .

tAKIM OBRAZOM, y1 I y2 LINEJNO NEZAWISIMY I, SLEDOWATELXNO, OBRAZU@T FUNDAMENTALXNU@
SISTEMU RE[ENIJ URAWNENIQ (2).

2. uRAWNENIE (3) IMEET ODIN WE]ESTWENNYJ KORENX KRATNOSTI 2; OBOZNA^IM \TOT KORENX
�0. tOGDA FUNDAMENTALXNU@ SISTEMU RE[ENIJ URAWNENIQ (2) OBRAZU@T FUNKCII y1 = e�0·x

I y2 = x e�0·x, A OB]EE RE[ENIE \TOGO URAWNENIQ ESTX

y = (C1 + C2x) e�0·x .

pROWERIM, ^TO y2 ESTX RE[ENIE URAWNENIQ (2). t.K. �0 - KORENX KRATNOSTI 2 HARAKTERI-
STI^ESKOGO URAWNENIQ (3), TO �2

0 + a1�0 + a2 = 0 I 2�0 + a1 = 0. dALEE

y02 = (1 + �0x) · e�0·x ,

y002 = (2�0 + �2
0x) · e�0·x .
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oTS@DA

y002 +a1y
0
2 +a2y2 = e�0·x(2�0 +�2

0x+a1 +a1�0x+a2x) = e�0·x(2�0 +a1 +x
�
�2

0 +a1�0 +a2)
�

= 0 ,

T.E. y2 – RE[ENIE URAWNENIQ (2). pROWERIM LINEJNU@ NEZAWISIMOSTX y1 I y2:

W (x) =

�����
e�0·x x · e�0·x

�0 e�0·x (1 + �0x) e�0·x

����� = e2�0·x ·
����

1 x

�0 1 + �0x

���� = e2�0·x 6= 0 .

tAKIM OBRAZOM, y1 I y2 OBRAZU@T FUNDAMENTALXNU@ SISTEMU RE[ENIJ URAWNENIQ (2).

3. hARAKTERISTI^ESKOE URAWNENIE (3) IMEET KOMPLEKSNO SOPRQVENNYE KORNI

�1,2 = ↵ ± i � , � 6= 0. w \TOM SLU^AE FUNDAMENTALXNAQ SISTEMA RE[ENIJ URAWNENIQ

(2) IMEET WID
y1 = e↵x cos �x , y2 = e↵x sin �x ,

A OB]EE RE[ENIE ZAPISYWAETSQ TAK:

y = e↵x(C1 cos �x + C2 sin �x) .

zDESX W PROWERKE NUVDAETSQ LI[X LINEJNAQ NEZAWISIMOSTX RE[ENIJ y1 I y2; IMEEM

W (x) =

�����
e↵·x cos �x e↵·x sin �x

e↵·x(↵ cos �x� � sin �x) e↵·x(↵ sin �x + � cos �x)

����� =

= e2↵·x ·

�����
cos �x sin �x

↵ cos �x� � sin �x ↵ sin � + � cos �x

����� = � e2↵·x(cos2 �x+sin2 �x) = � e2↵·x 6= 0 .

pO\TOMU y1 I y2 LINEJNO NEZAWISIMY.
w SLU^AE URAWNENIQ n-GO PORQDKA KAVDOMU WE]ESTWENNOMU KORN@ �0 HARAK-

TERISTI^ESKOGO URAWNENIQ KRATNOSTI r STAWIM W SOOTWETSTWIE SISTEMU FUNKCIJ

e�0x , xe�0x , . . . , xr�1e�0x , A KAVDOJ PARE KOMPLEKSNO SOPRQVENNYH KORNEJ ↵ ± i �, � 6= 0,
KRATNOSTI s – SISTEMU FUNKCIJ

e↵·x cos �x , xe↵·x cos �x , . . . , xs�1e↵·x cos �x ,

e↵·x sin �x , xe↵·x sin �x , . . . , xs�1e↵·x sin �x .

mOVNO DOKAZATX, ^TO WSE TAKIE FUNKCII QWLQ@TSQ RE[ENIQMI URAWNENIQ (1), A SOWOKUP-
NOSTX \TIH FUNKCIJ OBRAZUET FUNDAMENTALXNU@ SISTEMU RE[ENIJ UKAZANNOGO URAWNENIQ.
rASSMOTRIM TEPERX LINEJNOE NEODNORODNOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE n-GO PORQDKA

y(n) + a1(x)y(n�1) + . . . + an(x)y = b(x) , (4)

GDE a1(x), . . . , an(x), b(x) – FUNKCII, NEPRERYWNYE NA PROMEVUTKE I.

tEOREMA (O STRUKTURE OB]EGO RE[ENIQ NEODNORODNOGO LINEJNOGO URAWNENIQ). oB]EE RE-
[ENIE URAWNENIQ (4) MOVET BYTX ZAPISANO W WIDE

y = y0(x) + C1y1(x) + . . . + Cnyn(x) , (5)

GDE y0(x) – ^ASTNOE RE[ENIE URAWNENIQ (4), A y1(x), . . . , yn(x) – FUNDAMENTALXNAQ SISTEMA
RE[ENIJ SOOTWETSTWU@]EGO ODNORODNOGO URAWNENIQ; C1, . . . , Cn – PROIZWOLXNYE POSTOQN-
NYE.
dOKAZATELXSTWO. uRAWNENIE (4) S POMO]X@ RASSMOTRENNOGO WY[E DIFFERENCIALXNOGO

OPERATORA MOVNO ZAPISATX TAK:
L[y] = b(x) ;
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SOOTWETSTWU@]EE ODNORODNOE URAWNENIE ZAPI[ETSQ W WIDE

L[y] = 0 .

pRIMENQQ \TOT DIFFERENCIALXNYJ OPERATOR K (5), POLU^IM:

L[y] = L[y0 + C1y1 + . . . + Cnyn] = L[y0] + C1L[y1] + . . . + CnL[yn] = b(x) ,

I, SLEDOWATELXNO, PRI L@BYH C1, . . . , Cn FUNKCIQ y, OPREDELQEMAQ RAWENSTWOM (5), QWLQETSQ
RE[ENIEM URAWNENIQ (4).
pROWERIM TEPERX, ^TO PRI SOOTWETSTWU@]EM PODBORE KONSTANT C1, . . . , Cn MOVNO POLU-

^ITX RE[ENIE, UDOWLETWORQ@]EE L@BYM NA^ALXNYM USLOWIQM

y(x0) = y0 , y0(x0) = y00 , y(n�1)(x0) = y(n�1)
0 .

dLQ OPREDELENIQ KONSTANT C1, . . . , Cn IMEEM TAKU@ SISTEMU:

y(x0) + C1y1(x0) + . . . + Cnyn(x0) = y0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
y(n�1)

0 (x0) + C1y
(n�1)
1 (x0) + . . . + Cny

(n�1)
n (x0) = y(n�1)

0 .

oPREDELITELX \TOJ SISTEMY

W (x0) =

�������

y1(x0) . . . yn(x0)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
y(n�1)

1 (x0) . . . y(n�1)
n (x0)

�������
6= 0 ,

T.K. y1(x), . . . , yn(x) – FUNDAMENTALXNAQ SISTEMA RE[ENIJ ODNORODNOGO URAWNENIQ, SOOTWET-
STWU@]EGO URAWNENI@ (4). pO\TOMU TREBUEMYJ NABOR POSTOQNNYH C1, . . . , Cn SU]ESTWUET.
oBA USLOWIQ, WHODQ]IE W OPREDELENIE OB]EGO RE[ENIQ, PROWERENY. tEOREMA DOKAZANA.

tEOREMA (O NALOVENII ^ASTNYH RE[ENIJ). pUSTX IME@TSQ DWA LINEJNYH NEODNORODNYH
URAWNENIQ

L[y] = b1(x) I L[y] = b2(x) ;

GDE L[y] = y(n) + a1y(n�1) + . . . + any, I PUSTX y1 = y1(x) I y2 = y2(x) – RE[ENIQ \TIH
URAWNENIJ. tOGDA y1(x) + y2(x) BUDET RE[ENIEM URAWNENIQ L[y] = b1(x) + b2(x).

dOKAZATELXSTWO. iMEEM L[y1 + y2] = L[y1]+L[y2] = b1(x)+ b2(x), T.E. y1 + y2 – RE[ENIE
URAWNENIQ L[y] = b1(x) + b2(x). tEOREMA DOKAZANA.

rASSMOTRIM METOD lAGRANVA WARIACII POSTOQNNYH. pUSTX y1 = y1(x), . . . , yn = yn(x)
– FUNDAMENTALXNAQ SISTEMA RE[ENIJ ODNORODNOGO URAWNENIQ L[y] = 0. tOGDA ^ASTNOE

RE[ENIE NEODNORODNOGO URAWNENIQ L[y] = b(x) MOVNO ISKATX W WIDE

y(x) = C1(x)y1(x) + . . . + Cn(x)yn(x) , (6)

GDE FUNKCII C1 = s1(x), . . . , Cn = Cn(x) OPREDELQ@TSQ IZ SISTEMY

C 0
1y1 + . . . + C 0

nyn = 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
C 0

1y
(n�2)
1 + . . . + C 0

ny
(n�2)
n = 0

C 0
1y

(n�1)
1 + . . . + C 0

ny
(n�1)
n = b(x) .
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t.K. OPREDELITELX ������

y1 . . . yn

· · · · · · · · · · · · · · ·
y(n�1)

1 . . . y(n�1)
n

������
6= 0 ,

TO IZ \TOJ SISTEMY C 0
1, . . . , C

0
n OPREDELQ@TSQ ODNOZNA^NO, A SAMI FUNKCII C1, . . . , Cn – S

TO^NOSTX@ DO PROIZWOLXNYH POSTOQNNYH. eSLI W (6) PODSTAWITX IMENNO \TI FUNKCII
C1 = C1(x), . . . , Cn = Cn(x), TO POLU^IM ^ASTNOE RE[ENIE URAWNENIQ (4).
dOKAVEM POSLEDNEE UTWERVDENIE DLQ n = 2. uRAWNENIE W \TOM SLU^AE IMEET WID

y00 + a1(x)y0 + a2(x)y = b(x) ,

GDE a1(x), a2(x), b(x) – NEPRERYWNYE NA NEKOTOROM PROMEVUTKE FUNKCII. ~ASTNOE RE[ENIE
DANNOGO URAWNENIQ I]EM W WIDE

y(x) = C1 y1 + C2 y2 ,

GDE y1(x), y2(x) – FUNDAMENTALXNAQ SISTEMA RE[ENIJ ODNORODNOGO URAWNENIQ

y00 + a1(x)y0 + a2(x)y = 0 ,

a C1 = C1(x) I C2 = C2(x) – PODLEVA]IE OPREDELENI@ FUNKCII. pREDPOLOVIM, ^TO ONI
UDOWLETWORQ@T SISTEME:

C 0
1 y1 + C 0

2 y2 = 0

C 0
1 y01 + C 0

2 y02 = b(x) .

tOGDA

y0(x) = C 0
1 y1 + C 0

2 y2 + C1 y01 + C2 y02 = C1 y01 + C2 y02 ;

y00(x) = C 0
1 y01 + C 0

2 y02 + C1 y001 + C2 y002 = b (x) + C1 y001 + C2 y002 .

oTS@DA

y00 + a1(x)y0 + a2(x)y = b(x) + C1 y001 + C2 y002 + a1(x)(C1 y01 + C2 y02) + a2(x)(C1 y1 + C2 y2) =

= b(x) + C1

�
y001 + a2(x)y01 + a2(x)y1

�
+ C2

�
y002 + a1(x)y02 + a2(x)y2

�
= b(x) ,

T.E. y00 + a1(x)y0 + a2(x)y = b(x), I NA[E UTWERVDENIE DOKAZANO.

kWAZIMNOGO^LENOM NAZYWAETSQ SUMMA NESKOLXKIH SLAGAEMYH WIDA

e↵·x�P (x) cos �x + Q(x) sin �x
�

, (7)

GDE P (x) I Q(x) – MNOGO^LENY.
~ASTNOE RE[ENIE LINEJNOGO NEODNORODNOGO URAWNENIQ S POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI

L[y] = b(x)

I KWAZIMNOGO^LENOM W PRAWOJ ^ASTI REKOMENDUETSQ ISKATX METODOM NEOPREDEL<N-
NYH KO\FFICIENTOW (METODOM PODBORA). dLQ KAVDOGO SLAGAEMOGO WIDA (7),
WHODQ]EGO W PRAWU@ ^ASTX RE[AEMOGO URAWNENIQ, ^ASTNOE RE[ENIE URAWNENIQ

L[y] = e↵·x�P (x) cos �x + Q(x) sin �x
�
I]ETSQ W WIDE

xre↵·x�R(x) cos �x + S(x) sin �x
�

, (8)

GDE r = 0, ESLI ↵+ i� NE ESTX KORENX HARAKTERISTI^ESKOGO URAWNENIQ, I r RAWNO KRATNOSTI
\TOGO KORNQ W PROTIWNOM SLU^AE; R(x) I S(x) – MNOGO^LENY S NEOPREDEL<NNYMI KO\FFICI-
ENTAMI, STEPENX KAVDOGO IZ KOTORYH RAWNA MAKSIMALXNOJ IZ STEPENEJ P (x) I Q(x). dLQ
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NAHOVDENIQ NEOPREDEL<NNYH KO\FFICIENTOW WYRAVENIE (8) PODSTAWLQETSQ W SOOTWETSTWU-
@]EE URAWNENIE, I ZATEM PRIRAWNIWA@TSQ KO\FFICIENTY PRI PODOBNYH ^LENAH SLEWA I

SPRAWA. pOSLE TOGO, KAK ^ASTNYE RE[ENIQ NAJDENY DLQ WSEH SLAGAEMYH, WHODQ]IH W b(x),
^ASTNOE RE[ENIE ISHODNOGO URAWNENIQ OPREDELQETSQ S POMO]X@ TEOREMY O NALOVENII RE-
[ENIJ.

pRIMER. pUSTX TREBUETSQ NAJTI ^ASTNOE RE[ENIE URAWNENIQ

y00 � 2y0 + y = x + 2ex .

zDESX HARAKTERISTI^ESKOE URAWNENIE �2 � 2� + 1 = 0 IMEET EDINSTWENNYJ KORENX � = 1
KRATNOSTI 2. nAJDEM ^ASTNOE RE[ENIE URAWNENIQ

y00 � 2y0 + y = x . (9)

zDESX ↵ = � = 0; MAKSIMALXNAQ STEPENX MNOGO^LENOW P (x) I Q(x) RAWNA 1. rE[ENIE I]EM
W WIDE

y10 = ax + b .

pODSTAWLQQ \TO W URAWNENIE (9), POLU^AEM �2a+ax+b = x, OTKUDA a = 1, b = 2 I y10 = x+2.
dLQ URAWNENIQ

y00 � 2y0 + y = 2ex

↵ = 1, � = 0, r = 2; ^ASTNOE RE[ENIE I]EM W WIDE y20 = ax2ex. pODSTAWLQQ \TO W URAWNENIE,
POLU^AEM

a(x2 + 4x + 2)ex � 2a(x2 + 2x)ex + ax2ex = 2ex , a = 1 ;

^ASTNOE RE[ENIE y20 = x2ex. dLQ ISHODNOGO URAWNENIQ ^ASTNOE RE[ENIE y0 NAHODITSQ PO

TEOREME O NALOVENII RE[ENIJ:

y0 = y10 + y20 = x + 2 + x2ex .

6



KAFEDRA «mATEMATI^ESKOE MODELIROWANIE»

PROF. p. l. iWANKOW

iNTEGRALY I DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ

KONSPEKT LEKCIJ

DLQ STUDENTOW 1-GO KURSA 2-GO SEMESTRA

SPECIALXNOSTEJ rl1,2,3,6, bmt1,2

lEKCIQ 22

nORMALXNYE SISTEMY DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ. aWTONOMNYE

SISTEMY DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ. fAZOWOE PROSTRANSTWO I FA-
ZOWYE TRAEKTORII. zADA^A I TEOREMA kO[I. ~ASTNYE I OB]EE RE-
[ENIQ. sWEDENIE DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ WYS[EGO PORQDKA K
NORMALXNOJ SISTEME DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ PERWOGO PORQDKA.
sWEDENIE NORMALXNOJ SISTEMY K DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI@ WYS-
[EGO PORQDKA (WYWOD DLQ n = 2). pERWYE INTEGRALY SISTEMY. pONI-
VENIE PORQDKA SISTEMY DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ PRI POMO]I

PERWYH INTEGRALOW. iNTEGRIRUEMYE KOMBINACII. sIMMETRI^ESKAQ
FORMA ZAPISI NORMALXNOJ AWTONOMNOJ SISTEMY DIFFERENCIALXNYH

URAWNENIJ.

nORMALXNOJ SISTEMOJ OBYKNOWENNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ NAZYWAETSQ SI-
STEMA WIDA 8

>>><

>>>:

y01 = f1(x, y1, . . . , yn)

y02 = f2(x, y1, . . . , yn)

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
y0n = fn(x, y1, . . . , yn)

, (1)

ILI

y0i = fi(x, y1, . . . , yn) , i = 1, . . . , n . (2)

w SISTEME (1) (ILI (2)) x – NEZAWISIMAQ PEREMENNAQ, y1, . . . , yn – NEIZWESTNYE FUNKCII \TOJ
PEREMENNOJ, f1, . . . , fn – ZADANNYE FUNKCII. mY BUDEM S^ITATX, ^TO \TI POSLEDNIE FUNKCII
OPREDELENY NA NEKOTOROJ OBLASTI (n + 1)-MERNOGO PROSTRANSTWA PEREMENNYH x, y1, . . . , yn.
rE[ENIEM SISTEMY (1) NAZYWAETSQ SOWOKUPNOSTX y1(x), . . . , yn(x) DIFFERENCIRUEMYH NA NE-
KOTOROM INTERWALE I FUNKCIJ, KOTORAQ OBRA]AET WSE URAWNENIQ \TOJ SISTEMY W WERNYE
RAWENSTWA PRI L@BOM x 2 I. gRAFIK RE[ENIQ (T.E. KRIWAQ y1 = y1(x), . . . , yn = yn(x) , x 2 I
W PROSTRANSTWE Rn+1

x,y1,...,yn
) NAZYWAETSQ INTEGRALXNOJ KRIWOJ SISTEMY (1). nORMALXNAQ SI-

STEMA NAZYWAETSQ AWTONOMNOJ, ESLI PRAWYE ^ASTI \TOJ SISTEMY NE ZAWISQT QWNO OT x:
8
>>><

>>>:

y01 = f1(y1, . . . , yn)

y02 = f2(y1, . . . , yn)

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
y0n = fn(y1, . . . , yn)

. (3)

wWEDQ NOWU@ NEIZWESTNU@ FUNKCI@, WSQKU@ SISTEMU MOVNO SWESTI K AWTONOMNOJ: ESLI
POLOVITX yn+1 = x, TO SISTEMA (1) PEREPI[ETSQ W WIDE

y0i = fi(yn+1, y1, . . . , yn) , i = 1, . . . , n ,

y0n+1 = 1 ,

1



I MY POLU^IM AWTONOMNU@ SISTEMU. oBLASTX G PROSTRANSTWA PEREMENNYH y1, . . . , yn, NA
KOTOROJ ZADANY PRAWYE ^ASTI SISTEMY (3), NAZYWA@TSQ FAZOWYM PROSTRANSTWOM; ESLI
yi = yi(x), i = 1, . . . , n, x 2 I – RE[ENIE UKAZANNOJ SISTEMY, TO KRIWAQ W OBLASTI G, ZADA-
WAEMAQ \TIMI URAWNENIQMI, NAZYWAETSQ FAZOWOJ TRAEKTORIEJ DANNOJ AWTONOMNOJ SISTEMY.
zADA^A kO[I DLQ SISTEMY (1) STAWITSQ SLEDU@]IM OBRAZOM. dANA TO^KA

(x0, y10, . . . , yn0), PRINADLEVA]AQ OBLASTI OPREDELENIQ PRAWYH ^ASTEJ \TOJ SISTEMY; TRE-
BUETSQ NAJTI RE[ENIE yi = yi(x), i = 1, . . . , n, UDOWLETWORQ@]EE NA^ALXNYM USLOWIQM
yi(x0) = yi0, i = 1, . . . , n.

tEOREMA (kO[I SU]ESTWOWANIQ I EDINSTWENNOSTI DLQ NORMALXNOJ SISTEMY). pUSTX PRA-
WYE ^ASTI SISTEMY

y0i = fi(x, y1, . . . , yn) , i = 1, . . . , n ,

OPREDELENY, NEPRERYWNY I IME@T NEPRERYWNYE ^ASTNYE PROIZWODNYE PO PEREMEN-
NYM y1, . . . , yn W NEKOTOROJ OBLASTI G ⇢ Rn+1

x,y1,...,yn
. tOGDA DLQ L@BOJ TO^KI

(x0, y10, . . . , yn0) 2 G SU]ESTWUET RE[ENIE DANNOJ SISTEMY, UDOWLETWORQ@]EE NA^ALXNYM
USLOWIQM y0i(x0) = yi0 , i = 1, . . . , n. l@BYE DWA RE[ENIQ \TOJ SISTEMY, UDOWLETWORQ@-
]IE ODNIM I TEM VE NA^ALXNYM USLOWIQM, SOWPADA@T WS@DU, GDE ONI OBA OPREDELENY. bEZ
DOKAZATELXSTWA.

oB]IM RE[ENIEM SISTEMY (1) NAZYWAETSQ SOWOKUPNOSTX FUNKCIJ

yi = yi(x, C1, . . . , Cn) , i = 1, . . . , n , (4)

OPREDELENNYH NA NEKOTOROJ OBLASTI D PROSTRANSTWA Rn+1
x,C1,...,Cn

, OBLADA@]AQ SLEDU@]IMI
SWOJSTWAMI.

1. dLQ L@BOGO NABORA C1, . . . , Cn, PRI KOTOROM SU]ESTWUET HOTQ BY ODIN INTERWAL

I TAKOJ, ^TO PRI L@BOM x 2 I TO^KA (x, C1, . . . , Cn) 2 D, FUNKCII (4) ZADA@T RE[ENIE
SISTEMY (1) NA L@BOM TAKOM INTERWALE.

2. dLQ L@BOJ TO^KI (x0, y10, . . . , yn0) IZ OBLASTI OPREDELENIQ PRAWYH ^ASTEJ SISTEMY
(1) NAJDETSQ NABOR (C10, . . . , Cn0) TAKOJ, ^TO yi(x0, C10, . . . , Cn0) = yi0, i = 1, . . . , n.
rE[ENIE SISTEMY (1), POLU^A@]EESQ IZ OB]EGO RE[ENIQ PRI FIKSIROWANNYH ZNA^ENIQH

C1, . . . , Cn, NAZYWAETSQ ^ASTNYM RE[ENIEM \TOJ SISTEMY. rE[ITX SISTEMU – ZNA^IT NAJTI
WSE EE RE[ENIQ (ILI NAJTI ^ASTNOE RE[ENIE, UDOWLETWORQ@]EE NEKOTORYM DOPOLNITELX-
NYM USLOWIQM).
wSQKU@ SISTEMU, W KOTOROJ URAWNENIQ RAZRE[ENY OTNOSITELXNO STAR[IH PROIZWODNYH,

A ^ISLO URAWNENIJ RAWNO ^ISLU NEIZWESTNYH, MOVNO S POMO]X@ WWEDENIQ NOWYH NEIZWEST-
NYH FUNKCIJ SWESTI K NORMALXNOJ SISTEME. rASSMOTRIM SOOTWETSTWU@]IJ PRIEM DLQ

SISTEMY IZ DWUH URAWNENIJ:

y(n)
1 = f1(x, y1, y01, . . . , y

(n�1)
1 , y2, y02, . . . , y

(m�1)
2 ) ,

y(m)
2 = f2(x, y1, y01, . . . , y

(n�1)
1 , y2, y02, . . . , y

(m�1)
2 ) .

pUSTX y11 = y1, y12 = y01, . . . , y1n = y(n�1)
1 , y21 = y2, y22 = y02, . . . , y2m = y(m�1)

2 . oTNOSITELXNO
\TIH FUNKCIJ POLU^AEM TAKU@ (NORMALXNU@) SISTEMU:

y011 = y12, . . . , y01,n�1 = y1n ,

y01n = f1(x, y11, y12, . . . , y1n, y21, y22, . . . , y2m) ,

y021 = y22, . . . , y02,m�1 = y2m ,

y02m = f2(x, y11, y12, . . . , y1n, y21, y22, . . . , y2m) .

qSNO, ^TO ODNO URAWNENIE n -GO PORQDKA \TIM PRIEMOM BUDET SWEDENO K NORMALXNOJ SISTEME
OTNOSITELXNO n NEIZWESTNYH FUNKCIJ. w PRINCIPE WERNO I OBRATNOE: PRI OPREDELENNYH

2



USLOWIQH NORMALXNU@ SISTEMU MOVNO SWESTI K ODNOMU URAWNENI@. pUSTX IMEETSQ NOR-
MALXNAQ SISTEMA DWUH URAWNENIJ

(
y01 = f1(x, y1, y2)

y02 = f2(x, y1, y2) .

pRODIFFERENCIRUEM PO x PERWOE URAWNENIE I PODSTAWIM W POLU^IW[EESQ WYRAVENIE WME-
STO y02 PRAWU@ ^ASTX WTOROGO URAWNENIQ SISTEMY:

y001 =
@f1(x, y1, y2)

@x
+

@f1(x, y1, y2)

@y1
y01 +

@f1(x, y1, y2)

@y2
· f2(x, y1, y2) .

zATEM IZ PERWOGO URAWNENIQ SISTEMY OPREDELIM y2 KAK FUNKCI@ x , y1 , y01, T.E.
y2 = y2(x, y1, y01) I POSTAWIM \TU FUNKCI@ WMESTO y2 W POLU^ENNOE RANEE RAWENSTWO. t.O.,
SLEDSTWIEM DANNOJ SISTEMY QWLQETSQ URAWNENIE WTOROGO PORQDKA OTNOSITELXNO ODNOJ NE-
IZWESTNOJ FUNKCII y1 = y1(x). aNALOGI^NYM PRIEMOM MOVNO POLU^ITX I URAWNENIE OTNO-
SITELXNO y2 = y2(x).
rASSMOTRIM SNOWA NORMALXNU@ SISTEMU (2):

y0i = fi(x, y1, . . . , yn) , i = 1, . . . , n , (2)

PRAWYE ^ASTI KOTOROJ OPREDELENY NA OBLASTI G ⇢ Rn+1
x,y1,...,yn

. wSEGDA BUDEM PREDPOLAGATX,
^TO DLQ \TOJ SISTEMY WYPOLNENY TREBOWANIQ TEOREMY SU]ESTWOWANIQ I EDINSTWENNOSTI.
pUSTX IMEETSQ FUNKCIQ �(x, y1, . . . , yn), ZADANNAQ NA OBLASTI G. wYRAVENIE

@�

@x
+

nX

i=1

@�

@yi
fi(x, y1, . . . , yn) ,

W KOTOROM WSE ^ASTNYE PROIZWODNYE WY^ISLQ@TSQ W TO^KE (x, y1, . . . , yn), NAZYWAETSQ PROIZ-
WODNOJ FUNKCII � W SILU SISTEMY (2). fUNKCIQ � : G! R NAZYWAETSQ PERWYM INTEGRALOM
SISTEMY (2), ESLI DLQ L@BOGO RE[ENIQ \TOJ SISTEMY yi = yi(x) , i = 1, . . . , n, ZADANNOGO NA
NEKOTOROM INTERWALE I, FUNKCIQ

�
�
x, y1(x), . . . , yn(x)

�

POSTOQNNA NA \TOM INTERWALE.

tEOREMA (OB USLOWIQH, PRI KOTORYH FUNKCIQ QWLQETSQ PERWYM INTEGRALOM SISTEMY).
pUSTX W SISTEME (2) PRAWYE ^ASTI NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMY W OBLASTI G PO WSEM

PEREMENNYM. dLQ TOGO, ^TOBY NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMAQ FUNKCIQ

� : G! R

BYLA PERWYM INTEGRALOM \TOJ SISTEMY NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY PROIZWODNAQ \TOJ
FUNKCII, SOSTAWLENNAQ W SILU SISTEMY, RAWNQLASX NUL@ WS@DU W OBLASTI G.
dOKAZATELXSTWO. nEOBHODIMOSTX. pUSTX � – PERWYJ INTEGRAL SISTEMY (2), I

PUSTX (x0, y10, . . . , yn0) – PROIZWOLXNAQ TO^KA OBLASTI G. pO TEOREME SU]ESTWOWANIQ

I EDINSTWENNOSTI NAJDETSQ RE[ENIE yi = yi(x), i = 1, . . . , n, SISTEMY (2), ZADANNOE NA
NEKOTOROM INTERWALE I, SODERVA]EM TO^KU x0, UDOWLETWORQ@]EE NA^ALXNYM USLOWIQM

yi(x0) = y0, i = 1, . . . , n. dALEE, T.K. � – PERWYJ INTEGRAL SISTEMY (2), TO FUNKCIQ
�

�
x, y1(x), . . . , yn(x)

�
POSTOQNNA NA INTERWALE I. pO\TOMU

d �

d x
=

@�

@x
+

nX

i=1

@�

@yi
y0i(x) =

@�

@x
+

nX

i=1

@�

@yi
fi

�
x, y1(x), . . . , yn(x)

�
= 0

3



DLQ L@BOGO x 2 I
⇣
WSE ^ASTNYE PROIZWODNYE FUNKCII � WY^ISLQ@TSQ W TO^KE

�
x, y1(x), . . . , yn(x)

� ⌘
. pODSTAWLQQ W POSLEDNEE RAWENSTWO x = x0, POLU^IM, ^TO PROIZ-

WODNAQ W SILU SISTEMY

@�

@x
+

nX

i=1

@�

@yi
fi(x0, y10, . . . , yn0)

RAWNA NUL@ W TO^KE (x0, y10, . . . , yn0) OBLASTI G. t.K. POSLEDNQQ TO^KA BYLA WZQTA PROIZ-
WOLXNO, TO \TA PROIZWODNAQ RAWNA NUL@ WS@DU W OBLASTI G. nEOBHODIMOSTX DOKAZANA.

dOSTATO^NOSTX. pUSTX DLQ FUNKCII � PROIZWODNAQ W SILU SISTEMY (2)
RAWNA NUL@ WS@DU W OBLASTI G. rASSMOTRIM PROIZWOLXNOE RE[ENIE \TOJ SISTEMY

yi = yi(x) , i = 1, . . . , n, ZADANNOE NA NEKOTOROM INTERWALE I. tREBUETSQ DOKAZATX, ^TO
FUNKCIQ

�
�
x, y1(x), . . . , yn(x)

�
(5)

POSTOQNNA NA INTERWALE I. pRODIFFERENCIRUEM \TU FUNKCI@ PO x NA UKAZANNOM INTER-
WALE:

@�

@x
+

nX

i=1

@�

@yi
y0i(x) =

@�

@x
+

nX

i=1

@�

@yi
fi

�
x, y1(x), . . . , yn(x)

�
= 0 ,

T.K.
�
x, y1(x), . . . , yn(x)

�
2 G, I PROIZWODNAQ FUNKCII � W SILU SISTEMY RAWNA NUL@ W

KAVDOJ TO^KE \TOJ OBLASTI. mY WIDIM, ^TO PROIZWODNAQ FUNKCII (5) RAWNA NUL@ W KAVDOJ
TO^KE INTERWALA I. pO\TOMU � POSTOQNNA NA \TOM INTERWALE. dOSTATO^NOSTX DOKAZANA.
tEOREMA DOKAZANA.

dLQ AWTONOMNOJ SISTEMY

y0i = fi(y1, . . . , yn), i = 1, . . . , n , (6)

PRAWYE ^ASTI KOTOROJ ZADANY NA OBLASTI G ⇢ Rn
y1,...,yn

, PERWYM INTEGRALOM NAZYWAETSQ
TAKAQ FUNKCIQ � : G ! R, ^TO DLQ L@BOGO RE[ENIQ yi = yi(x1, . . . , xn), i = 1, . . . , n,
SISTEMY (6), ZADANNOGO NA INTERWALE I, FUNKCIQ

�
�
y1(x), . . . , yn(x)

�

POSTOQNNA NA \TOM INTERWALE. dRUGIMI SLOWAMI, FUNKCIQ � POSTOQNNA WDOLX WSQKOJ FAZO-
WOJ TRAEKTORII SISTEMY (4). dLQ FUNKCII �, ZADANNOJ NA OBLASTI G, PROIZWODNOJ W SILU
SISTEMY (4) NAZYWAETSQ

nX

i=1

@�

@yi
fi(y1, . . . , yn) , (7)

GDE WSE ^ASTNYE PROIZWODNYE WY^ISLQ@TSQ W TO^KE (y1, . . . , yn). dLQ AWTONOMNYH SISTEM
SPRAWEDLIW ANALOG TEOREMY OB USLOWIQH, PRI KOTORYH FUNKCIQ QWLQETSQ PERWYM INTE-
GRALOM: W PREDPOLOVENII NEPRERYWNOJ DIFFERENCIRUEMOSTI FUNKCII � I PRAWYH ^ASTEJ
SISTEMY (6) DLQ TOGO, ^TOBY � BYLA PERWYM INTEGRALOM NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY
PROIZWODNAQ FUNKCII � W SILU SISTEMY, T.E. FUNKCIQ (7), RAWNQLASX NUL@ WO WSEH TO^KAH
OBLASTI G.
eSLI IZWESTEN PERWYJ INTEGRAL � SISTEMY (2), TO, RAZRE[AQ URAWNENIE

�(x, y1, . . . , yn) = C

OTNOSITELXNO, NAPRIMER, yn, POLU^IM

yn = yn(x, y1, . . . , yn�1, C) .

4



pODSTAWLQQ PRAWU@ ^ASTX \TOGO RAWENSTWA WMESTO yn W PERWYE n � 1 URAWNENIJ SISTEMY
(2), MY PEREJDEM K SISTEME IZ n� 1 URAWNENIJ OTNOSITELXNO n� 1 NEIZWESTNYH FUNKCIJ.
eSLI NAJDENY n NEZAWISIMYH PERWYH INTEGRALOW SISTEMY (2):

�1 = (x, y1, . . . , yn) = C1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
�n = (x, y1, . . . , yn) = Cn ,

(8)

TO, RAZRE[AQ \TI URAWNENIQ OTNOSITELXNO y1, . . . , yn, POLU^IM OB]EE RE[ENIE ISHODNOJ
SISTEMY:

y1 = y1(x, C1, . . . , Cn), . . . , yn = yn(x, C1, . . . , Cn) .

rAWENSTWA (8) OBRAZUET OB]IJ INTEGRAL SISTEMY (2); TO^NOE OPREDELENIE \TOGO PONQTIQ NE
RASSMATRIWAEM. nEZAWISIMOSTX FUNKCIJ �1, . . . , �n PONIMAETSQ W TOM SMYSLE, ^TO OTLI^EN
OT NULQ OPREDELITELX (QKOBIAN):

���������

@�1

@x1
. . .

@�1

@xn
· · · · · · · · · · · · · · ·
@�n

@x1
. . .

@�n

@xn

���������

6= 0 .

iNTEGRIRUEMOJ KOMBINACIEJ SISTEMY (2) NAZYWAETSQ DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE,
QWLQ@]EESQ SLEDSTWIEM \TOJ SISTEMY I LEGKO INTEGRIRU@]EESQ. iNOGDA SISTEMU DIFFE-
RENCIALXNYH URAWNENIJ UDAETSQ RE[ITX, NAJDQ DOSTATO^NOE KOLI^ESTWO INTEGRIRUEMYH
KOMBINACIJ.

pRIMER. pUSTX DANA SISTEMA

y01 = y2 , y02 = y1 .

sKLADYWAQ URAWNENIQ SISTEMY, POLU^AEM:

(y1 + y2)
0 = y1 + y2 , T.E. y1 + y2 = C1e

x .

wY^ITAQ IZ PERWOGO URAWNENIQ WTOROE, NAHODIM E]E ODNU INTEGRIRUEMU@ KOMBINACI@:

(y1 � y2)
0 = �(y1 � y2) , T.E. y1 � y2 = C2e

�x .

oB]EE RE[ENIE DANNOJ SISTEMY ZAPI[ETSQ W WIDE

y1 =
1

2

�
C1e

x + C2e
�x

�
,

y2 =
1

2

�
C1e

x � C2e
�x

�
.

kO\FFICIENT 1/2 PERED SKOBKAM W PRAWYH ^ASTQH ”POGLO]AETSQ” PROIZWOLXNYMI POSTO-
QNNYMI; PO\TOMU OB]EE RE[ENIE MOVNO ZAPISATX I TAK:

y1 = C1e
x + C2e

�x , y2 = C1e
x � C2e

�x .

dRUGAQ FORMA ZAPISI OB]EGO RE[ENIQ POLU^ITSQ, ESLI PRIWLE^X GIPERBOLI^ESKIE FUNK-
CII:

y1 = C1 ch x + C2 sh x , y2 = C1 sh x + C2 ch x .

5



nAHOVDENIE INTEGRIRUEMYH KOMBINACIJ INOGDA OBLEG^AETSQ ZAPISX@ SISTEMY URAWNENIJ

W SIMMETRI^ESKOJ FORME. dLQ AWTONOMNOJ SISTEMY (6) TAKAQ ZAPISX IMEET WID:

d y1

f1(y1, . . . , yn)
= . . . =

d yn

fn(y1, . . . , yn)
.

pRI ISPOLXZOWANII SIMMETRI^ESKOJ FORMY ZAPISI DLQ NAHOVDENIQ INTEGRIRUEMYH KOM-
BINACIJ NEREDKO OKAZYWAETSQ POLEZNYM SWOJSTWO RAWNYH OTNO[ENIJ: ESLI DANY RAWNYE

DROBI
a1

b1
=

a2

b2
= . . . =

an

bn
I PROIZWOLXNYE ^ISLA R1, . . . , Rn, TO

a1

b1
=

a2

b2
= . . . =

an

bn
=

R1a1 + R2a2 + . . . + Rnan

R1b1 + R2b2 + . . . + Rnbn
.

pRIMER. pUSTX TREBUETSQ NAJTI PERWYJ INTEGRAL SISTEMY

dx

yz
=

dy

xz
=

dz

xy
,

GDE x = x(t), y = y(t), z = z(t) – NEIZWESTNYE FUNKCII OT PEREMENNOJ t. iSPOLXZUQ SWOJSTWO
RAWNYH OTNO[ENIJ, POLU^AEM

xdx + ydy

2xyz
=

dz

xy
.

oTS@DA

xdx + ydy = 2zdz ;

1

2

�
x2 + y2

�
= z2 + C .

pOSLEDNEE RAWENSTWO ZADAET PERWYJ INTEGRAL RASSMATRIWAEMOJ SISTEMY.
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KAFEDRA «mATEMATI^ESKOE MODELIROWANIE»

PROF. p. l. iWANKOW

iNTEGRALY I DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ

KONSPEKT LEKCIJ

DLQ STUDENTOW 1-GO KURSA 2-GO SEMESTRA

SPECIALXNOSTEJ rl1,2,3,6, bmt1,2

lEKCIQ 23

sISTEMY LINEJNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ PERWOGO PORQDKA.
oPREDELITELX wRONSKOGO. fUNDAMENTALXNAQ SISTEMA RE[ENIJ. fOR-
MULA oSTROGRADSKOGO-lIUWILLQ. tEOREMY O STRUKTURE OB]EGO RE[E-
NIQ ODNORODNOJ I NEODNORODNOJ SISTEM LINEJNYH DIFFERENCIALXNYH

URAWNENIJ. mETOD WARIACII POSTOQNNYH.

rASSMOTRIM SISTEMU LINEJNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ

8
><

>:

y01 = a11y1 + . . . + a1nyn + b1 ,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
y0n = an1y1 + . . . + annyn + bn ,

(1)

GDE aij = aij(x), bi = bi(x), i, j = 1, . . . , n – FUNKCII, NEPRERYWNYE NA NEKOTOROM PROMEVUTKE
I; aij NAZYWA@TSQ KO\FFICIENTAMI SISTEMY, bi – SWOBODNYMI ^LENAMI. sISTEMU (1) MOVNO
ZAPISATX KORO^E:

y0i =
nX

j=1

aijyj + bi , i = 1, . . . , n .

w MATRI^NOJ FORME SISTEMA (1) ZAPI[ETSQ TAK:

Y 0 = A Y + B , (2)

GDE Y =

0

@
y1

. . .
yn

1

A – STOLBEC NEIZWESTNYH, A =

0

BBB@

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an1 an2 . . . ann

1

CCCA
– MATRICA KO\FFI-

CIENTOW, A B =

0

@
b1

. . .
bn

1

A – STOLBEC SWOBODNYH ^LENOW.

eSLI WSE SWOBODNYE ^LENY RAWNY NUL@, TO SISTEMA (1) NAZYWAETSQ ODNORODNOJ; W PRO-
TIWNOM SLU^AE – NEODNORODNOJ.

tEOREMA (SU]ESTWOWANIQ I EDINSTWENNOSTI DLQ SISTEMY LINEJNYH DIFFERENCIALXNYH

URAWNENIJ). dLQ L@BOGO x0 IZ PROMEVUTKA I, NA KOTOROM OPREDELENY I NEPRERYWNY KO-
\FFICIENTY I SWOBODNYE ^LENY SISTEMY (1), I DLQ L@BYH ^ISEL y10, . . . , yn0 SU]ESTWUET

RE[ENIE \TOJ SISTEMY yi = yi(x) , i = 1, . . . , n, OPREDELENNOE NA PROMEVUTKE I I UDOWLETWO-
RQ@]EE NA^ALXNYM USLOWIQM yi(x0) = yi0 , i = 1, . . . , n. l@BYE DWA RE[ENIQ \TOJ SISTEMY,
ZADANNYE NA PROMEVUTKE I I UDOWLETWORQ@]IE ODNIM I TEM VE NA^ALXNYM USLOWIQM, SO-
WPADA@T WO WSEH TO^KAH \TOGO PROMEVUTKA.

1



kAK OBY^NO, DANNU@ TEOREMU PRINIMAEM BEZ DOKAZATELXSTWA. w SFORMULIROWANNOJ

TEOREME RE^X IDET O RE[ENIQH, ZADANNYH NA WSEM PROMEVUTKE I, T.E. O NEPRODOLVAEMYH
RE[ENIQH; WS@DU W DALXNEJ[EM BUDEM RASSMATRIWATX TOLXKO TAKIE RE[ENIQ SISTEMY (1).
rASSMOTRIM SISTEMU LINEJNYH ODNORODNYH URAWNENIJ

8
><

>:

y01 = a11y1 + . . . + a1nyn ,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
y0n = an1y1 + . . . + annyn ,

(3)

ILI

y0i =
nX

j=1

aijyj , i = 1, . . . , n .

w MATRI^NOJ FORME TAKAQ SISTEM ZAPI[ETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM:

Y 0 = AY , (4)

GDE Y I A BYLI OPREDELENY WY[E.

tEOREMA (O PROSTRANSTWE RE[ENIJ SISTEMY LINEJNYH ODNORODNYH DIFFERENCIALXNYH

URAWNENIJ). sOWOKUPNOSTX WSEH (NEPRODOLVAEMYH) RE[ENIJ SISTEMY LINEJNYH ODNOROD-
NYH URAWNENIJ OBRAZUET LINEJNOE PROSTRANSTWO.
dOKAZATELXSTWO. dLQ DOKAZATELXSTWA UDOBNO ISPOLXZOWATX MATRI^NU@ FORMU ZAPISI

(4) DANNOJ SISTEMY. pUSTX Y, Y1, Y2 – RE[ENIQ \TOJ SISTEMY, ↵ – WE]ESTWENNOE ^ISLO.
tOGDA

(Y1 + Y2)0 = AY1 + AY2 = A(Y1 + Y2) ,

(↵Y1)0 = ↵Y 0 = ↵AY = A(↵Y ) .

mY WIDIM, ^TO Y1 + Y2 I ↵Y TAKVE QWLQETSQ RE[ENIQMI SISTEMY (4). pRO^IE TREBOWA-
NIQ, WHODQ]IE W OPREDELENIE LINEJNOGO PROSTRANSTWA, PROWERQ@TSQ BEZ TRUDA. tEOREMA
DOKAZANA.

oBY^NYM OBRAZOM WWODITSQ PONQTIE LINEJNOJ ZAWISIMOSTI I LINEJNOJ NEZAWISIMOSTI

WEKTOR-FUNKCIJ WIDA

Y =

0

@
y1(x)
. . .

yn(x)

1

A ,

GDE y1(x), . . . , yn(x) – FUNKCII, ZADANNYE NA NEKOTOROM PROMEVUTKE I (ODNOM I TOM VE DLQ
WSEH RASSMATRIWAEMYH FUNKCIJ).
oPREDELITELEM wRONSKOGO SISTEMY WEKTOR-FUNKCIJ

Y1 =

0

@
y11

. . .
yn1

1

A , Y2 =

0

@
y12

. . .
yn2

1

A , . . . , Yn =

0

@
y1n

. . .
ynn

1

A

NAZYWAETSQ OPREDELITELX

W =

���������

y11 y12 . . . y1n

y21 y22 . . . y2n

· · · · · · · · · · · · · · ·
yn1 yn2 . . . ynn

���������

. (5)

tEOREMA (OB OPREDELITELE wRONSKOGO LINEJNO ZAWISIMOJ SISTEMY WEKTOR-FUNKCIJ). eSLI
SISTEMA WEKTOR-FUNKCIJ Y1, . . . , Yn, ZADANNYH NA PROMEVUTKE I, LINEJNO ZAWISIMA, TO OPRE-
DELITELX wRONSKOGO \TOJ SISTEMY FUNKCIJ TOVDESTWENNO RAWEN NUL@ NA \TOM PROMEVUTKE.

2



dOKAZATELXSTWO. pO USLOWI@ SU]ESTWUET RAWNAQ NUL@ (T.E. STOLBCU WYSOTY n, SOSTO-
Q]EMU SPLO[X IZ NULEJ) NETRIWIALXNAQ LINEJNAQ KOMBINACIQ WEKTOR-FUNKCIJ Y1, . . . , Yn.
|TO OZNA^AET LINEJNU@ ZAWISIMOSTX STOLBCOW OPREDELITELQ (5). pO\TOMU DANNYJ OPREDE-
LITELX RAWEN NUL@ W KAVDOJ TO^KE PROMEVUTKA I. tEOREMA DOKAZANA.

tEOREMA (OB OPREDELITELE wRONSKOGO LINEJNO NEZAWISIMOJ SOWOKUPNOSTI RE[ENIJ ODNO-
RODNOJ SISTEMY). eSLI SOWOKUPNOSTX WEKTOR-FUNKCIJ Y1, . . . , Yn LINEJNO NEZAWISIMA I

SOSTOIT IZ RE[ENIJ ODNORODNOJ SISTEMY (4), TO OPREDELITELX wRONSKOGO \TOJ SOWOKUPNO-
STI WEKTOR-FUNKCIJ NE RAWEN NUL@ NI W ODNOJ TO^KE PROMEVUTKA, NA KOTOROM OPREDELENY
(I NEPRERYWNY) KO\FFICIENTY UKAZANNOJ SISTEMY.
dOKAZATELXSTWO. pUSTX WOPREKI UTWERVDENI@ TEOREMY OPREDELITELX wRONSKOGO (5)

RAWEN NUL@ W NEKOTOROJ TO^KE x = x0, PROMEVUTKA I, NA KOTOROM OPREDELENY (I NEPRE-
RYWNY) KO\FFICIENTY SISTEMY (4). w TAKOM SLU^AE STOLBCY \TOGO OPREDELITELQ W UKA-
ZANNOJ TO^KE LINEJNO ZAWISIMY, T.E.

Y (x0) = C1Y1(x0) + . . . + CnYn(x0) =

0

@
0
. . .
0

1

A ,

GDE C1, . . . , Cn – NETRIWIALXNYJ NABOR WE]ESTWENNYH ^ISEL. pO TEOREME O PROSTRANSTWE
RE[ENIJ ODNORODNOJ SISTEMY Y = Y (x) – RE[ENIE SISTEMY (4), PRI^EM RE[ENIE, NE RAWNOE
TOVDESTWENNO NUL@, T.K. PO USLOWI@ Y1, . . . , Yn LINEJNO NEZAWISIMY. s DRUGOJ STORONY,
\TO RE[ENIE W TO^KE x0 UDOWLETWORQET TEM VE NA^ALXNYM USLOWIQM, ^TO I TOVDESTWENNO
RAWNOE NUL@ RE[ENIE SISTEMY (4). |TO, ODNAKO, PROTIWORE^IT TEOREME SU]ESTWOWANIQ I
EDINSTWENNOSTI DLQ LINEJNYH SISTEM. pOLU^ENNOE PROTIWORE^IE DOKAZYWAET TEOREMU.

sOWOKUPNOSTX n LINEJNO NEZAWISIMYH RE[ENIJ LINEJNOJ ODNORODNOJ SISTEMY (4), WZQ-
TYH W OPREDELENNOM PORQDKE, NAZYWAETSQ FUNDAMENTALXNOJ SISTEMOJ RE[ENIJ \TOJ SI-
STEMY DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ. sU]ESTWOWANIE TAKOJ SISTEMY RE[ENIJ BUDET DO-
KAZANO NIVE.
pUSTX Y1, . . . , Yn – SOWOKUPNOSTX RE[ENIJ SISTEMY LINEJNYH ODNORODNYH URAWNENIJ

(4), W = W (x) – OPREDELITELX wRONSKOGO \TOJ SOWOKUPNOSTI RE[ENIJ. tOGDA

W (x) = W (x0) · e
R x

x0
Tr A(t)dt , (6)

GDE x0 – PROIZWOLXNAQ TO^KA PROMEVUTKA, NA KOTOROM ZADANY KO\FFICIENTY SISTEMY (4),
A Tr A = a11 + a22 + . . . + ann – SLED MATRICY KO\FFICIENTOW \TOJ SISTEMY. fORMULA (6)
NAZYWAETSQ FORMULOJ oSTROGRADSKOGO-lIUWILLQ. dOKAVEM EE DLQ n = 2, T.E. DLQ SISTEMY

(
y01 = a11y1 + a12y2

y02 = a21y1 + a22y2
.

dLQ RE[ENIJ \TOJ SISTEMY

Y1 =

✓
y11

y21

◆
I Y2 =

✓
y12

y22

◆

SOSTAWIM OPREDELITELX wRONSKOGO

W =

����
y11 y12

y21 y22

����

I ZAPI[EM EGO PROIZWODNU@:

W 0 =

����
y011 y012

y21 y22

���� +

����
y11 y12

y021 y022

���� +

����
a11y11 + a12y21 a11y12 + a12y22

y21 y22

���� +

3



+

����
y11 y12

a21y11 + a22y21 a21y12 + a22y22

���� = a11

����
y11 y12

y21 y22

���� + a22

����
y11 y12

y21 y22

���� = (a11 + a22) W ,

T.E. W = W (x) UDOWLETWORQET URAWNENI@ y0 = (a11 + a22) y. |TOMU VE URAWNENI@ UDOWLE-
TWORQET I FUNKCIQ

y(x) = W (x0) · e
R x

x0

�
a11(t)+a22(t)

�
dt ,

^TO PROWERQETSQ NEPOSREDSTWENNO. t.K. y(x0) = W (x0), TO PO TEOREME SU]ESTWOWANIQ I
EDINSTWENNOSTI DLQ LINEJNOGO URAWNENIQ RAWENSTWO y(x) = W (x) WYPOLNQETSQ NA WSEM
PROMEVUTKE I. fORMULA oSTROGRADSKOGO-lIUWILLQ DOKAZANA.

tEOREMA (O STRUKTURE OB]EGO RE[ENIQ LINEJNOJ ODNORODNOJ SISTEMY). sOWOKUPNOSTX

RE[ENIJ SISTEMY LINEJNYH ODNORODNYH URAWNENIJ (4) OBRAZUET LINEJNOE PROSTRANSTWO
RAZMERNOSTI n; OB]EE RE[ENIE TAKOJ SISTEMY ZAPISYWAETSQ W WIDE

Y = C1Y1 + . . . + CnYn ,

GDE Y1, . . . , Yn – BAZIS PROSTRANSTWA RE[ENIJ (FUNDAMENTALXNAQ SISTEMA RE[ENIJ).
dOKAZATELXSTWO. pO TEOREME O PROSTRANSTWE RE[ENIJ LINEJNOJ ODNORODNOJ SISTEMY

SOWOKUPNOSTX RE[ENIJ TAKOJ SISTEMY OBRAZUET LINEJNOE PROSTRANSTWO. nADO LI[X DOKA-
ZATX, ^TO W \TOM PROSTRANSTWE SU]ESTWUET BAZIS, SOSTOQ]IJ IZ n RE[ENIJ. rASSMOTRIM
RE[ENIQ

Y1 =

0

@
y11

. . .
yn1

1

A , . . . , Yn =

0

@
y1n

. . .
ynn

1

A ,

UDOWLETWORQ@]IE SLEDU@]IM NA^ALXNYM USLOWIQM

y11(x0) = 1 , y21(x0) = . . . = yn1(x0) = 0 ,

y22(x0) = 1 , y12(x0) = y32(x0) = . . . = yn2(x0) = 0 ,

ynn(x0) = 1 , y1n(x0) = . . . = yn�1,n(x0) = 0 ,

GDE x0 – PROIZWOLXNAQ TO^KA PROMEVUTKA I, NA KOTOROM ZADANY KO\FFICIENTY SISTEMY (4).
sU]ESTWOWANIE TAKIH RE[ENIJ OBESPE^IWAETSQ TEOREMOJ SU]ESTWOWANIQ I EDINSTWENNO-
STI. rE[ENIQ Y1, . . . , Yn LINEJNO NEZAWISIMY, T.K. OPREDELITELX wRONSKOGO \TOJ SISTEMY
RE[ENIJ W TO^KE x0 QWLQETSQ OPREDELITELEM EDINI^NOJ MATRICY I RAWEN 1, T.E. OTLI^EN
OT NULQ. pUSTX DANO KAKOE-LIBO RE[ENIE SISTEMY (4)

Y =

0

@
y1

. . .
yn

1

A .

tOGDA, O^EWIDNO, W TO^KE x0 WYPOLNQETSQ RAWENSTWO

Y = y10Y1 + . . . + yn0Yn , (7)

GDE y10 = y1(x0), . . . , yn0 = yn(x0). |TO OZNA^AET, ^TO RE[ENIQ Y I y10Y1 + . . . + yn0Yn

SISTEMY (4) UDOWLETWORQ@T ODNIM I TEM VE NA^ALXNYM USLOWIQM. pO\TOMU RAWENSTWO (7)
SPRAWEDLIWO NE TOLXKO W TO^KE x0, NO I NA WSEM PROMEVUTKE I (PO TEOREME SU]ESTWOWANIQ I
EDINSTWENNOSTI). tAKIM OBRAZOM, DOKAZANO, ^TO RE[ENIQ Y1, . . . , Yn LINEJNO NEZAWISIMY,
I ^EREZ NIH LINEJNO WYRAVAETSQ WSQKOE RE[ENIE SISTEMY (4). sLEDOWATELXNO, UKAZANNYE
RE[ENIQ OBRAZU@T BAZIS PROSTRANSTWA RE[ENIJ, RAZMERNOSTX \TOGO PROSTRANSTWA RAWNA
n, A OB]EE RE[ENIE ZAPISYWAETSQ W WIDE

Y = C1Y1 + . . . + CnYn .
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tEOREMA DOKAZANA.

tEOREMA (O STRUKTURE OB]EGO RE[ENIQ NEODNORODNOJ SISTEMY). oB]EE RE[ENIE NEODNO-
RONOJ SISTEMY (2) MOVET BYTX ZAPISANO W WIDE

Y = Y0 + C1Y1 + . . . + CnYn , (8)

GDE Y0 – ^ASTNOE RE[ENIE NEODNORODNOJ SISTEMY, A Y1, . . . , Yn – FUNDAMENTALXNAQ SISTEMA
RE[ENIJ SOOTWETSTWU@]EJ ODNORODNOJ SISTEMY.
dOKAZATELXSTWO. iMEEM

Y 0 = (Y0+C1Y1+. . .+CnYn)0 = Y 0
0 +(C1Y1+. . .+CnYn)0 = AY0+B+A(C1Y1+. . .+CnYn) =

= A(Y0 + C1Y1 + . . . + CnYn) + B = AY + B ,

T.E. Y 0 = AY + B, I Y – RE[ENIE SISTEMY (2).

pUSTX TEPERX DANA PROIZWOLXNAQ TO^KA (x0, y
(0)
1 , . . . , y(0)

n ), GDE x0 BERETSQ IZ PROMEVUTKA,
NA KOTOROM ZADANY KO\FFICIENTY SISTEMY. ~TOBY RE[ENIE (8) UDOWLETWORQLO NA^ALXNYM
USLOWIQM, OPREDELQEMYM DANNOJ TO^KOJ, NADO PODOBRATX KONSTANTY C1, . . . , Cn, UDOWLETWO-
RQ@]IE SISTEME URAWNENIJ

y10(x0) + C1y11(x0) + . . . + Cny1n(x0) = y(0)
1

y20(x0) + C1y21(x0) + . . . + Cny2n(x0) = y(0)
2

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
yn0(x0) + C1yn1(x0) + . . . + Cnynn(x0) = y(0)

n ,

GDE KO\FFICIENTAMI SISTEMY SLUVAT ZNA^ENIQ W TO^KE x0 KOMPONENT RE[ENIJ

Y0, Y1, . . . , Yn. tAKAQ SISTEMA WSEGDA RAZRE[IMA (I IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIE), T.K. EE
OPREDELITELX ESTX OPREDELITELX wRONSKOGO FUNDAMENTALXNOJ SISTEMY RE[ENIJ Y1, . . . , Yn,
WY^ISLENNYJ W TO^KE x0. tAKIM OBRAZOM, OBA TREBOWANIQ, WHODQ]IE W OPREDELENIE OB]EGO
RE[ENIQ, WYPOLNENY. tEOREMA DOKAZANA.

rASSMOTRIM METOD WARIACII POSTOQNNYH DLQ OTYSKANIQ ^ASTNOGO RE[ENIQ NEODNOROD-
NOJ SISTEMY

Y 0 = AY + B . (2)

pUSTX Y1, . . . , Yn – FUNDAMENTALXNAQ SISTEMA RE[ENIJ SOOTWETSTWU@]EJ ODNORODNOJ SI-
STEMY. tOGDA ^ASTNOE RE[ENIE NEODNORODNOJ SISTEMY (2) MOVNO ISKATX W WIDE

Y = C1Y1 + . . . + CnYn , (8)

GDE C1 = C1(x), . . . , Cn = Cn(x) – NEKOTORYE FUNKCII. pODBEREM IH TAK, ^TOBY WYPOLNQ-
LOSX RAWENSTWO

C 0
1Y1 + . . . + C 0

nYn = B .

|TO WOZMOVNO, T.K. OPREDELITELX wRONSKOGO FUNDAMENTALXNOJ SISTEMY RE[ENIJ OTLI^EN
OT NULQ. pROWERIM, ^TO DLQ C1, . . . , Cn WEKTOR-FUNKCIQ (8) UDOWLETWORQET SISTEME (2).
iMEEM

Y 0 = (C1Y1 + . . . + CnYn)0 = C 0
1Y1 + . . . + C 0

nYn + C1Y
0
1 + . . . + CnY

0
n =

= B + C1AY1 + . . . + CnAYn = B + A(C1Y1 + . . . + CnYn) = AY + B ,

T.E. Y 0 = AY + B, I NA[E UTWERVDENIE SPRAWEDLIWO.
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KAFEDRA «mATEMATI^ESKOE MODELIROWANIE»

PROF. p. l. iWANKOW

iNTEGRALY I DIFFERENCIALXNYE URAWNENIQ

KONSPEKT LEKCIJ

DLQ STUDENTOW 1-GO KURSA 2-GO SEMESTRA

SPECIALXNOSTEJ rl1,2,3,6, bmt1,2

lEKCIQ 24

oDNORODNYE SISTEMY LINEJNYH DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ S PO-
STOQNNYMI KO\FFICIENTAMI. hARAKTERISTI^ESKOE URAWNENIE SI-
STEMY. pOSTROENIE OB]EGO RE[ENIQ PO KORNQM HARAKTERISTI^ESKOGO
URAWNENIQ (WYWOD TOLXKO DLQ SLU^AQ DEJSTWITELXNYH I RAZLI^NYH
KORNEJ).

rASSMOTRIM LINEJNU@ ODNORODNU@ SISTEMU S POSTOQNNYMI KO\FFICIENTAMI

y0i =
nX

j=1

aijyj , i = 1, . . . , n . (1)

w MATRI^NOJ FORME \TA SISTEMA ZAPI[ETSQ TAK:

Y 0 = AY , (2)

GDE

Y =

0

@
y1

. . .
yn

1

A , A =

0

BB@

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an1 an2 . . . ann

1

CCA .

hARAKTERISTI^ESKIM URAWNENIEM SISTEMY (1) (ILI (2) ) NAZYWAETSQ URAWNENIE

��������

a11 � � a12 . . . a1n

a21 a22 � � . . . a2n

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an1 an2 . . . ann � �

��������
= 0 .

eSLI KORNI HARAKTERISTI^ESKOGO URAWNENIQ WE]ESTWENNY I RAZLI^NY, TO NETRUDNO PO-
STROITX FUNDAMENTALXNU@ SISTEMU RE[ENIJ SISTEMY (1). w SAMOM DELE, OBOZNA^IM \TI
KORNI �1, . . . ,�n I DLQ KAVDOGO KORNQ NAJDEM OTWE^A@]IJ EMU SOBSTWENNYJ WEKTOR:

E1 =

0

@
↵11

. . .
↵n1

1

A , . . . , En =

0

@
↵1n

. . .
↵nn

1

A .

zAMETIM TEPERX, ^TO WEKTOR-FUNKCII

Yi = e�ixEi , i = 1, . . . , n ,

1



QWLQ@TSQ RE[ENIQMI SISTEMY (2):

Y 0
i = �ie

�ixEi = e�ixAEi = A(e�ixEi) = AYi , T.E. Y 0
i = AYi , i = 1, . . . , n .

pROWERIM, ^TO Y1, . . . , Yn LINEJNO NEZAWISIMY; DLQ \TOGO SOSTAWIM OPREDELITELX wRON-
SKOGO:

W (x) = e(�1+...+�n)x ·

��������

↵11 ↵12 . . . ↵1n

↵21 ↵22 . . . ↵2n

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
↵n1 ↵n2 . . . ↵nn

��������
6= 0 ,

T.K. SOBSTWENNYE WEKTORY, OTWE^A@]IE RAZLI^NYM SOBSTWENNYM ZNA^ENIQM, LINEJNO NE-
ZAWISIMY. mY WIDIM, ^TO RE[ENIQ Y1, . . . , Yn DEJSTWITELXNO OBRAZU@T FUNDAMENTALXNU@

SISTEMU RE[ENIJ SISTEMY (2).

pRIMER. pUSTX DANA SISTEMA
(

y01 = y1 + 3y2 ,

y02 = 3y1 + y2 .

sOSTAWLQEM HARAKTERISTI^ESKOE URAWNENIE I NAHODIM EGO KORNI:
����

1� � 3
3 1� �

���� = �2 � 2�� 8 = 0 , �1 = �2 , �2 = 4 .

sOBSTWENNYE WEKTORY, OTWE^A@]IE NAJDENNYM SOBSTWENNYM ZNA^ENIQM, OPREDELQEM IZ

SISTEM: (
3↵11 + 3↵21 = 0 ,

3↵11 + 3↵21 = 0 ,

(
�3↵12 + 3↵22 = 0 ,

3↵12 � 3↵22 = 0 .

w KA^ESTWE SOBSTWENNYH WEKTOROW MOVNO WZQTX

E1 =

✓
�1

1

◆
, E2 =

✓
1
1

◆
.

fUNDAMENTALXNU@ SISTEMU RE[ENIJ OBRAZU@T WEKTOR-FUNKCII

Y1 = e�2x ·
✓
�1

1

◆
I Y2 = e4x ·

✓
1
1

◆
.

oB]EE RE[ENIE IMEET WID

Y = C1e
�2x ·

✓
�1

1

◆
+ C2e

4x ·
✓

1
1

◆
;

W KOORDINATAH

y1 = �C1e
�2x + C2e

4x , y2 = C1e
�2x + C2e

4x .

t.K. KO\FFICIENTY HARAKTERISTI^ESKOGO URAWNENIQ SISTEMY (2) WE]ESTWENNY, TO EGO
KOMPLEKSNYE KORNI RASPADA@TSQ NA PARY KOMPLEKSNO SOPRQVENNYH. dLQ KAVDOJ PARY

↵ ± i�, � 6= 0, MOVNO POSTROITX DWA LINEJNO NEZAWISMYH RE[ENIQ SISTEMY (2).
nAJDEM NENULEWOJ KOMPLEKSNYJ WEKTOR

Z =

0

@
↵1

. . .
↵n

1

A + i

0

@
�1

. . .
�n

1

A ,

2



DLQ KOTOROGO AZ = (↵ + i�)Z. kAK I W WE]ESTWENNOM SLU^AE NETRUDNO PROWERITX, ^TO
KOMPLEKSNOZNA^NAQ FUNKCIQ

e(↵+i�)xZ = e↵x cos �x

0

@
↵1

. . .
↵n

1

A� e↵x sin �x

0

@
�1

. . .
�n

1

A + i

0

@e↵x cos �x

0

@
�1

. . .
�n

1

A + e↵x sin �x

0

@
↵1

. . .
↵n

1

A

1

A

QWLQETSQ RE[ENIEM SISTEMY (2). oTS@DA POLU^AEM DWA WE]ESTWENNYH RE[ENIQ \TOJ SI-
STEMY:

X = e↵x cos �x

0

@
↵1

. . .
↵n

1

A� e↵x sin �x

0

@
�1

. . .
�n

1

A ,

Y = e↵x cos �x

0

@
�1

. . .
�n

1

A + e↵x sin �x

0

@
↵1

. . .
↵n

1

A .

nA DOKAZATELXSTWE LINEJNOJ NEZAWISIMOSTI RE[ENIJ X I Y NE OSTANAWLIWAEMSQ.

zADA^A (DLQ VELA@]IH). dOKAZATX, ^TO RE[ENIQ X I Y LINEJNO NEZAWISIMY.

pRIMER. pUSTX TREBUETSQ NAJTI OB]EE RE[ENIE SISTEMY
(

y01 = y1 � 3y2 ,

y02 = 3y1 + y2 .

sOSTAWLQEM I RE[AEM HARAKTERISTI^ESKOE URAWNENIE:
����

1� � �3
3 1� �

���� = (1� �)2 + 9 = 0 , �1,2 = 1 ± 3i .

”kOMPLEKSNYJ SOBSTWENNYJ WEKTOR”

Z =

✓
z1

z2

◆

NAHODIM IZ SISTEMY: ✓
�3i �3
3 �3i

◆ ✓
z1

z2

◆
=

✓
0
0

◆
;

(
�3iz1 � 3z2 = 0 ,

3z1 � 3iz2 = 0 .

oTS@DA WIDNO, ^TO W KA^ESTWE KOMPONENT Z MOVNO WZQTX z1 = 1, z2 = �i. kOMPLEKSNO-
ZNA^NOE RE[ENIE SISTEMY ESTX

e(1+3i)x

✓✓
1
0

◆
+ i

✓
0
�1

◆◆
= ex

✓
cos 3x + i sin 3x
sin 3x� i cos 3x

◆
.

oTDELQQ WE]ESTWENNU@ I MNIMU@ ^ASTI, POLU^AEM FUNDAMENTALXNU@ SISTEMU RE[ENIJ

ISHODNOJ SISTEMY:

Y1 = ex

✓
cos 3x
sin 3x

◆
I Y2 = ex

✓
sin 3x

� cos 3x

◆
.

oTS@DA NAHODIM OB]EE RE[ENIE:

Y = C1e
x

✓
cos 3x
sin 3x

◆
+ C2e

x

✓
sin 3x

� cos 3x

◆
,

3



ILI W KOORDINATAH

y1 = ex(C1 cos 3x + C2 sin 3x) ,

y2 = ex(C1 sin 3x� C2 cos 3x) .

eSLI SREDI KORNEJ HARAKTERISTI^ESKOGO URAWNENIQ IME@TSQ KRATNYE, TO SLEDUET DLQ KA-
VDOGO WE]ESTWENNOGO KORNQ � KRATNOSTI r NAJTI RAZMERNOSTX m SOOTWETSTWU@]EGO PRO-
STRANSTWA SOBSTWENNYH WEKTOROW. eSLI m = r, TO, WZQW BAZIS E1, . . . , Er \TOGO PROSTRAN-
STWA, POLU^IM DLQ � W TO^NOSTI r LINEJNO NEZAWISIMYH RE[ENIJ SISTEMY (2):

Yi = e�xEi , i = 1, . . . , r .

eSLI m < r, TO NAJTI r LINEJNO NEZAWISIMYH RE[ENIJ DLQ � MOVNO METODOM NEOPREDELEN-
NYH KO\FFICIENTOW. pRI \TOM RE[ENIQ SLEDUET ISKATX W WIDE

Y = (C0 + C1x + . . . + Cr�mxr�m) e�x , (3)

GDE

C0 =

0

@
C10

. . .
Cn0

1

A , . . . , Cr�m =

0

@
C1,r�m

. . . . . .
Cn,r�m

1

A

– STOLBCY, KOMPONENTY KOTORYH PODLEVAT OPREDELENI@. dLQ \TOGO Y PODSTAWLQ@T W ISHOD-
NU@ SISTEMU, SOKRA]A@T OBE ^ASTI NA e�x I PRIRAWNIWA@T KO\FFICIENTY PRI ODINAKOWYH

STEPENQH x SLEWA I SPRAWA. w REZULXTATE POLU^AETSQ SISTEMA LINEJNYH ODNORODNYH ALGE-
BRAI^ESKIH URAWNENIJ, KOTOROJ UDOWLETWORQ@T KOMPONENTY STOLBCOW C0, . . . , Cr�m. rE[AQ
\TU SISTEMU, MOVNO POLU^ITX r LINEJNO NEZAWISIMYH RE[ENIJ ISHODNOJ SISTEMY DIFFE-
RENCIALXNYH URAWNENIJ.

kAK IZWESTNO, KOMPLEKSNYE KORNI (NE QWLQ@]IESQ WE]ESTWENNYMI) URAWNENIQ S WE]E-
STWENNYMI KO\FFICIENTAMI RASPADA@TSQ NA PARY KOMPLEKSNO SOPRQVENNYH KORNEJ ODNOJ

I TOJ VE KRATNOSTI. eSLI ↵ ± i�, � 6= 0, – ODNA IZ TAKIH PAR KRATNOSTI r, TO OPISANNU@
WY[E PROCEDURU SLEDUET PRIMENITX W KOMPLEKSNOM SLU^AE DLQ ODNOGO IZ KORNEJ ↵ + i�,
A ZATEM OTDELITX W POLU^ENNYH KOMPLEKSNOZNA^NYH RE[ENIQH WE]ESTWENNU@ I MNIMU@

^ASTI. pRODELAW WSE \TO DLQ KAVDOGO KORNQ HARAKTERISTI^ESKOGO URAWNENIQ, POLU^IM FUN-
DAMENTALXNU@ SISTEMU RE[ENIJ DLQ ISHODNOJ SISTEMY DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ.

pRIMER. pUSTX TREBUETSQ NAJTI FUNDAMENTALXNU@ SISTEMU RE[ENIJ SISTEMY URAW-
NENIJ 8

><

>:

y01 = y1 + 2y2 + y3 ,

y02 = �y1 + 4y2 + y3 ,

y03 = �y1 + 2y2 + 3y3 .

sOSTAWIM I RE[IM HARAKTERISTI^ESKOE URAWNENIE:

0 =

������

1� � 2 1
�1 4� � 1
�1 2 3� �

������
=

������

2� � �� 2 0
�1 4� � 1
�1 2 3� �

������
= (2� �) ·

������

1 �1 0
�1 4� � 1
�1 2 3� �

������
=

= (2��)·

������

1 0 0
�1 3� � 1
1 1 3� �

������
= (2��)

�
(3��)2�1

�
= (2��)2(4��); �1 = �2 = 2, �3 = 4.

dLQ SOBSTWENNOGO ZNA^ENIQ �1 = �2 = 2 MATRICA ODNORODNOJ SISTEMY, KOTOROJ UDOWLETWO-
RQ@T KOMPONENTY SOBSTWENNYH WEKTOROW, IMEET WID

0

@
�1 2 1
�1 2 1
�1 2 1

1

A .
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zDESX BEZ TRUDA NAHODIM DWA LINEJNO NEZAWISIMYH SOBSTWENNYH WEKTORA, OTWE^A@]IH
\TOMU SOBSTWENNOMU ZNA^ENI@:

E1 =

0

@
2
1
0

1

A I E2 =

0

@
1
0
1

1

A ;

\TIM SOBSTWENNYM WEKTORAM OTWE^A@T DWA LINEJNO NEZAWISIMYH RE[ENIQ RASSMATRIWAE-
MOJ SISTEMY:

Y1 = e2x

0

@
2
1
0

1

A I Y2 = e2x

0

@
1
0
1

1

A .

dLQ SOBSTWENNOGO ZNA^ENIQ �3 = 4 SOOTWETSTWU@]U@ MATRICU ODNORODNOJ SISTEMY PRIWE-
DEM K STUPEN^ATOMU WIDU:

0

@
�3 2 1
�1 0 1
�1 2 �1

1

A ⇠

0

@
�1 0 1

0 2 �2
0 2 �2

1

A ⇠

0

@
�1 0 1

0 1 �1
0 0 0

1

A .

w KA^ESTWE SOBSTWENNOGO WEKTORA MOVNO WZQTX

E3 =

0

@
1
1
1

1

A ;

\TOMU WEKTORU SOOTWETSTWUET TAKOE RE[ENIE ISHODNOJ SISTEMY

Y3 = e4x

0

@
1
1
1

1

A .

tREBUEMAQ FUNDAMENTALXNAQ SISTEMA RE[ENIJ NAJDENA:

Y1 = e2x

0

@
2
1
0

1

A , Y2 = e2x

0

@
1
0
1

1

A , Y3 = e4x

0

@
1
1
1

1

A .

pRIMER 2. nAJDEM FUNDAMENTALXNU@ SISTEMU RE[ENIJ DLQ SISTEMY DIFFERENCIALX-
NYH URAWNENIJ (

y01 = y1 + y2 ,

y02 = �y1 + 3y2 .

sOSTAWLQEM I RE[AEM HARAKTERISTI^ESKOE URAWNENIE:

0 =

����
1� � 1
�1 3� �

���� = (�� 2)2 , �1 = �2 = 2 .

dLQ OPREDELENIQ KOMPONENT SOBSTWENNYH WEKTOROW IMEEM ODNORODNU@ SISTEMU LINEJNYH

ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ S MATRICEJ
✓
�1 1
�1 1

◆
.

zDESX PROSTRANSTWO SOBSTWENNYH WEKTOROW IMEET RAZMERNOSTX m = 1, T.E. MENX[E KRATNO-
STI r = 2 SOOTWETSTWU@]EGO SOBSTWENNOGO ZNA^ENIQ. pO\TOMU RE[ENIE ISHODNOJ SISTEMY
I]EM W WIDE

Y = (C0 + C1x) e2x ,

5



GDE C0 =

✓
c10

c20

◆
, C1 =

✓
c11

c21

◆
.

nAHODIM PROIZWODNU@

Y 0 = (C1 + 2C0 + 2C1x) e2x

I PODSTAWLQEM W ISHODNU@ SISTEMU; POSLE SOKRA]ENIQ NA e2x POLU^AEM

C1 + 2C0 + 2C1x = A (C0 + C1x) ,

ILI (
C1 + 2C0 = AC0 ,

2C1 = A C1 ,

GDE A =

✓
1 1
�1 3

◆
.

oTS@DA TAKAQ SISTEMA DLQ OPREDELENIQ KOMPONENT WEKTOROW C0 I C1:
8
>>><

>>>:

c11 + 2c10 = c10 + c20 ,

c21 + 2c20 = �c10 + 3c20 ,

2c11 = c11 + c21 ,

2c21 = �c11 + 3c21 .

uPORQDO^IW NEIZWESTNYE, POLU^IM
8
>>><

>>>:

c10 � c20 + c11 = 0 ,

c10 � c20 + c21 = 0 ,

c11 � c21 = 0 ,

c11 � c21 = 0 .

mATRICU \TOJ SISTEMY PRIWEDEM K STUPEN^ATOMU WIDU:

0

BB@

1 �1 1 0
1 �1 0 1
0 0 1 �1
0 0 1 �1

1

CCA ⇠

0

BB@

1 �1 1 0
0 0 �1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

1

CCA ⇠

0

BBBB@

I III II IV

1 1 �1 0
0 �1 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

1

CCCCA
.

nEIZWESTNYE c10 I c11 – BAZISNYE, c20 I c21 – SWOBODNYE. fUNDAMENTALXNU@ SISTEMU RE[E-
NIJ OBRAZU@T RE[ENIQ 0

BB@

1
1
0
0

1

CCA I

0

BB@

�1
0
1
1

1

CCA ,

T.E.

C(1)
0 =

✓
1
1

◆
, C(1)

1 =

✓
0
0

◆
;

C(2)
0 =

✓
�1

0

◆
, C(2)

1 =

✓
1
1

◆
.

oTS@DA TAKAQ FUNDAMENTALXNAQ SISTEMA RE[ENIJ ISHODNOJ SISTEMY DIFFERENCIALXNYH

URAWNENIJ:

Y1 = e2x

✓
1
1

◆
, Y2 =

✓✓
�1

0

◆
+ x

✓
1
1

◆◆
e2x .
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