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linejnye prostranstwa

aKSIOMY I PRIMERY LINEJNYH PROSTRANSTW. lINEJNO ZAWISIMYE I LINEJNO NEZAWISIMYE WEK-
TORY. kRITERIJ LINEJNOJ ZAWISIMOSTI, EGO SLEDSTWIQ. oPREDELENIE BAZISA I RAZMERNOSTI
LINEJNOGO PROSTRANSTWA. tEOREMY O BAZISE I RAZMERNOSTI (BEZ DOK-WA). tEOREMA O EDINSTWEN-
NOSTI RAZLOVENIQ PO BAZISU. kOORDINATY WEKTORA. lINEJNYE OPERACII NAD WEKTORAMI W

BAZISE. mATRICA PEREHODA K NOWOMU BAZISU. pREOBRAZOWANIE KOORDINAT WEKTORA PRI PEREHODE
K NOWOMU BAZISU.

1.1. oPREDELENIE LINEJNOGO PROSTRANSTWA

cENTRALXNOE MESTO W LINEJNOJ ALGEBRE ZANIMAET SLEDU@]EE PONQTIE.

oPREDELENIE 1.1. mNOVESTWO L \LEMENTOW x, y, z, . . . L@BOJ PRIRODY NAZYWA@T LINEJ-
NYM PROSTRANSTWOM, ESLI WYPOLNENY TRI USLOWIQ:

1) ZADANO SLOVENIE \LEMENTOW L, T.E. ZAKON, PO KOTOROMU L@BYM \LEMENTAM x, y 2 L
STAWITSQ W SOOTWETSTWIE \LEMENT z 2 L, NAZYWAEMYJ SUMMOJ \LEMENTOW x I y I OBOZNA^AE-
MYJ z = x + y;

2) ZADANO UMNOVENIE \LEMENTA NA ^ISLO, T.E. ZAKON, PO KOTOROMU L@BOMU \LEMENTU
x 2 L I L@BOMU ^ISLU � 2 R STAWITSQ W SOOTWETSTWIE \LEMENT z 2 L, NAZYWAEMYJ PROIZWEDE-
NIEM \LEMENTA x NA (DEJSTWITELXNOE) ^ISLO I OBOZNA^AEMYJ z = �x;

3) UKAZANNYE ZAKONY (LINEJNYE OPERACII) POD^INQ@TSQ SLEDU@]IM AKSIOMAM LINEJ-
NOGO PROSTRANSTWA:

A) SLOVENIE KOMMUTATIWNO: x + y = y + x;
B) SLOVENIE ASSOCIATIWNO: (x + y) + z = x + (y + z);
W) SU]ESTWUET TAKOJ \LEMENT 0 2 L, ^TO x + 0 = x DLQ L@BOGO x 2 L;
G) DLQ KAVDOGO \LEMENTA x MNOVESTWA L SU]ESTWUET TAKOJ \LEMENT (�x) 2 L, ^TO x +

+ (�x) = 0;
D) PROIZWEDENIE L@BOGO \LEMENTA x IZ L NA EDINICU RAWNO \TOMU \LEMENTU: 1·x = x;
E) UMNOVENIE NA ^ISLO ASSOCIATIWNO: �(µx) = (�µ)x;
V) UMNOVENIE NA ^ISLO I SLOVENIE SWQZANY ZAKONOM DISTRIBUTIWNOSTI PO ^ISLAM: (�+µ)x =

= �x + µx;
Z) UMNOVENIE NA ^ISLO I SLOVENIE SWQZANY ZAKONOM DISTRIBUTIWNOSTI PO \LEMENTAM:

�(x + y) = �x + �y.

|LEMENTY LINEJNOGO PROSTRANSTWA PRINQTO NAZYWATX WEKTORAMI. |LEMENT 0, SU]ESTWO-
WANIE KOTOROGO POSTULIRUETSQ AKSIOMOJ W), NAZYWA@T NULEWYM WEKTOROM, A \LEMENT (�x) —
WEKTOROM, PROTIWOPOLOVNYM K WEKTORU x.
w PONQTII «LINEJNOE PROSTRANSTWO» WAVNO NE TOLXKO RASSMATRIWAEMOE MNOVESTWO L, NO I

ZADANNYE OPERACII SLOVENIQ \LEMENTOW I UMNOVENIQ NA ^ISLO. oDNO I TO VE MNOVESTWO L
PRI ODNIH OPERACIQH MOVET BYTX LINEJNYM PROSTRANSTWOM, A PRI DRUGIH — NET. fAKTI^E-
SKI LINEJNYM PROSTRANSTWOM QWLQETSQ SOWOKUPNOSTX (L, +, ·) IZ MNOVESTWA \LEMENTOW I DWUH
OPERACIJ, KOTORAQ UDOWLETWORQET USLOWIQM OPREDELENIQ 1.1. w \TOJ TROJKE OB_EKTOW BAZOWYM
WSE-TAKI QWLQETSQ MNOVESTWO L, TAK KAK OPERACII WWODQTSQ IMENNO NA \TOM MNOVESTWE. pO\TO-
MU PONQTIE LINEJNOGO PROSTRANSTWA OBY^NO ASSOCIIRU@T S MNOVESTWOM \LEMENTOW L I GOWORQT,

3



ÌÃÒÓ ÌÃÒÓ ÌÃÒÓÔÍ-12 ÔÍ-12
ÌÃÒÓÌÃÒÓÌÃÒÓ ÔÍ-12ÔÍ-12

ÌÃÒÓ
ÌÃÒÓ

ÌÃÒÓ
ÔÍ-1

2
ÔÍ-1

2
ÔÍ-1

2
ÔÍ-1

2
ÌÃÒÓ

ÌÃÒÓ
ÌÃÒÓ

ÔÍ-12
ÔÍ-12

ÔÍ-12
ÔÍ-12
lekciq 1. linejnye prostranstwa 4

^TO L — LINEJNOE PROSTRANSTWO. pRI \TOM, KAK PRAWILO, O^EWIDNO, ^TO PONIMAETSQ POD OPE-
RACIQMI LINEJNOGO PROSTRANSTWA. eSLI VE TREBUETSQ QWNO UKAZATX ISPOLXZUEMYE OPERACII, TO
GOWORQT: MNOVESTWO L — LINEJNOE PROSTRANSTWO OTNOSITELXNO TAKIH-TO OPERACIJ.
sOGLASNO OPREDELENI@ 1.1 LINEJNOGO PROSTRANSTWA L SUMMA OPREDELENA DLQ L@BYH \LEMEN-

TOW IZ L I WSEGDA QWLQETSQ \LEMENTOM MNOVESTWA L. pOD^ERKIWAQ POSLEDNEE, GOWORQT, ^TO
MNOVESTWO L ZAMKNUTO OTNOSITELXNO OPERACII SLOVENIQ. aNALOGI^NO, SOGLASNO
TOMU VE OPREDELENI@, MNOVESTWO L ZAMKNUTO OTNOSITELXNO OPERACII UMNOVENIQ EGO \LEMENTOW
NA DEJSTWITELXNYE ^ISLA.

pRIMER 1.1. pRIWEDEM PRIMERY LINEJNYH PROSTRANSTW:

1) MNOVESTWO V3 (V2) WSEH SWOBODNYH WEKTOROW W PROSTRANSTWE (NA PLOSKOSTI) S LINEJNYMI
OPERACIQMI NAD WEKTORAMI — LINEJNOE PROSTRANSTWO, TAK KAK WERNY WSE AKSIOMY LINEJNOGO
PROSTRANSTWA;

2) MNOVESTWO WSEH GEOMETRI^ESKIH WEKTOROW W PROSTRANSTWE S NA^ALOM W DANNOJ TO^KE I
PARALLELXNYH DANNOJ PLOSKOSTI (RIS. 1.1) S LINEJNYMI OPERACIQMI NAD WEKTORAMI QWLQETSQ

O

rIS. 1.1

LINEJNYM PROSTRANSTWOM;
3) MNOVESTWO Mmn(R) MATRIC TIPA m⇥n, \LEMENTAMI KOTO-

RYH QWLQ@TSQ DEJSTWITELXNYE ^ISLA, S LINEJNYMI OPERACIQMI
NAD MATRICAMI TAKVE UDOWLETWORQET WSEM AKSIOMAM LINEJNOGO

PROSTRANSTWA;
4) MNOVESTWO MATRIC-STROK (MATRIC-STOLBCOW) DLINY (WYSOTY) n QWLQETSQ LINEJNYM PRO-

STRANSTWOM OTNOSITELXNO MATRI^NYH OPERACIJ SLOVENIQ I UMNOVENIQ NA ^ISLO (\TO ^ASTNYJ
SLU^AJ PREDYDU]EGO PRIMERA);

5) MNOVESTWO Kn[x] MNOGO^LENOW PEREMENNOGO x STEPENI, NE PREWY[A@]EJ n, KOTORYE KAK
FUNKCII MOVNO SKLADYWATX I UMNOVATX NA DEJSTWITELXNYE ^ISLA;

6) MNOVESTWO WSEH RE[ENIJ DANNOJ ODNORODNOJ SISTEMY LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNE-
NIJ (slau). rE[ENIQ MOVNO RASSMATRIWATX KAK MATRICY-STOLBCY, SKLADYWATX I UMNOVATX
NA ^ISLA PO ZAKONAM MATRI^NYH OPERACIJ. sTOLBEC, POLU^AEMYJ W REZULXTATE SLOVENIQ RE[E-
NIJ ILI UMNOVENIQ RE[ENIQ NA ^ISLO, SNOWA BUDET RE[ENIEM SISTEMY. pO\TOMU OPREDELENY
OPERACII, O KOTORYH GOWORITSQ W OPREDELENII 1.1, POD^INQ@]IESQ AKSIOMAM LINEJNOGO PRO-
STRANSTWA;

7) MNOVESTWO FUNKCIJ, NEPRERYWNYH NA OTREZKE, S OBY^NYMI OPERACIQMI SLOVENIQ FUNKCIJ
I UMNOVENIQ FUNKCII NA ^ISLO. pRI SLOVENII NEPRERYWNYH FUNKCIJ POLU^AEM NEPRERYWNU@
FUNKCI@, PRI UMNOVENII NEPRERYWNOJ FUNKCII NA ^ISLO TAKVE POLU^AEM NEPRERYWNU@ FUNK-
CI@. pO\TOMU SLOVENIE FUNKCIJ I UMNOVENIE FUNKCII NA ^ISLO, NE WYWODQ]IE ZA PREDELY
MNOVESTWA NEPRERYWNYH NA OTREZKE FUNKCIJ, MOVNO RASSMATRIWATX KAK OPERACII LINEJNOGO
PROSTRANSTWA. lEGKO UBEDITXSQ, ^TO DLQ \TIH OPERACIJ WERNY WSE AKSIOMY LINEJNOGO PROSTRAN-
STWA.

pRIMER 1.2. nA MNOVESTWE Rn = {x: x = (x1, . . . , xn)}, \LEMENTAMI KOTOROGO QWLQ@TSQ
UPORQDO^ENNYE SOWOKUPNOSTI n PROIZWOLXNYH DEJSTWITELXNYH ^ISEL, WWEDEM OPERACII

x + y = (x1 + y1, . . . , xn + yn), �x = (�x1, . . . , �xn), � 2 R.

tOGDA POLU^IM LINEJNOE PROSTRANSTWO, TAK KAK WSE AKSIOMY LINEJNOGO PROSTRANSTWA DLQ DAN-
NYH OPERACIJ WYPOLNQ@TSQ. |TO LINEJNOE PROSTRANSTWO, PO SUTI, ESTX LINEJNOE PROSTRANSTWO
MATRIC-STROK. oTLI^IE LI[X FORMALXNOE, TAK KAK PERWOE OPREDELENO KAK MNOVESTWO UPO-
RQDO^ENNYH NABOROW ^ISEL, A WTOROE KAK MNOVESTWO MATRIC. nO \LEMENTY MATRICY WSEGDA

ZAPISYWA@T W OPREDELENNOM PORQDKE. lINEJNOE PROSTRANSTWO Rn NAZYWA@T LINEJNYM ARIF-
METI^ESKIM PROSTRANSTWOM.
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1.2. sWOJSTWA LINEJNOGO PROSTRANSTWA

nEPOSREDSTWENNO IZ AKSIOM LINEJNOGO PROSTRANSTWA MOVNO POLU^ITX RQD PROSTEJ[IH

SWOJSTW.

sWOJSTWO 1.1. l@BOE LINEJNOE PROSTRANSTWO IMEET TOLXKO ODIN NULEWOJ WEKTOR.

J w AKSIOME W) LINEJNOGO PROSTRANSTWA NE UTWERVDAETSQ, ^TO NULEWOJ WEKTOR DOLVEN BYTX
EDINSTWENNYM. nO IZ AKSIOM A) I W) W SOWOKUPNOSTI \TO WYTEKAET. pUSTX SU]ESTWU@T DWA NULE-
WYH WEKTORA 0 I 00. tOGDA

0 = AKSIOMA W) = 0 + 00 = AKSIOMA A) = 00 + 0 = AKSIOMA W) = 00.

zDESX W ROLI NULEWOGO \LEMENTA SNA^ALA WYSTUPAET WEKTOR 00, A ZATEM 0. wIDIM, ^TO WEKTORY
0 I 00 SOWPADA@T. I
sWOJSTWO 1.2. kAVDYJ WEKTOR LINEJNOGO PROSTRANSTWA IMEET TOLXKO ODIN PROTIWOPO-

LOVNYJ WEKTOR.

J pUSTX DLQ WEKTORA x SU]ESTWU@T DWA PROTIWOPOLOVNYH WEKTORA (�x) I (�x)0. sOGLASNO
AKSIOME G) LINEJNOGO PROSTRANSTWA \TO OZNA^AET, ^TO x+(�x) = 0 I x+(�x)0 = 0. rASSMOTRIM
DWOJNU@ SUMMU (�x) + x + (�x)0 \LEMENTOW LINEJNOGO PROSTRANSTWA. sOGLASNO AKSIOME B) \TA
SUMMA NE ZAWISIT OT PORQDKA WYPOLNENIQ DWUH OPERACIJ SLOVENIQ. mENQQ PORQDOK SLOVENIQ,
POLU^AEM:

(�x) + x + (�x)0 = (�x) +
�
x + (�x)0

�
= (�x) + 0 = AKSIOMA W) = (�x),

(�x)+x+(�x)0 =
�
(�x)+x

�
+(�x)0 = AKSIOMA A) =

�
x+(�x)

�
+(�x)0 = 0+(�x)0 =

= AKSIOMA A) = (�x)0 + 0 = AKSIOMA W) = (�x)0. I

sWOJSTWO 1.3. eSLI WEKTOR (�x) PROTIWOPOLOVEN WEKTORU x, TO WEKTOR x PROTIWOPOLOVEN
WEKTORU (�x).

J uTWERVDENIE OPIRAETSQ NA KOMMUTATIWNOSTX SLOVENIQ. dEJSTWITELXNO,

«(�x) PROTIWOPOLOVEN x» () x + (�x) = 0,

«x PROTIWOPOLOVEN (�x)» () (�x) + x = 0.

sPRAWA STOQT \KWIWALENTNYE RAWENSTWA (W SILU AKSIOMY A) ). zNA^IT, I UTWERVDENIQ SLEWA
RAWNOSILXNY. I
sWOJSTWO 1.4. dLQ L@BYH DWUH WEKTOROW a I b URAWNENIE a + x = b OTNOSITELXNO x IMEET

RE[ENIE, I PRITOM EDINSTWENNOE.

J s U] E S T W O W A N I E. rE[ENIEM URAWNENIQ a + x = b QWLQETSQ WEKTOR (�a) + b, TAK KAK

a +
�
(�a) + b

�
=

�
a + (�a)

�
+ b = 0 + b = b.

e D I N S T W E N N O S T X. pUSTX x — KAKOE-LIBO RE[ENIE UKAZANNOGO URAWNENIQ, T.E. WYPOLNENO
RAWENSTWO a + x = b. pRIBAWIW K OBEIM ^ASTQM \TOGO RAWENSTWA WEKTOR (�a), POLU^IM (�a) +
a+x = (�a)+b, OTKUDA x = (�a)+b. wIDIM, ^TO WEKTOR x SOWPAL S UKAZANNYM WY[E RE[ENIEM
(�a) + b. zNA^IT, DRUGIH RE[ENIJ NET. I
pOSLEDNEE SWOJSTWO POZWOLQET WWESTI E]E ODNU OPERACI@ W LINEJNOM PROSTRANSTWE, KOTORAQ

QWLQETSQ PROTIWOPOLOVNOJ SLOVENI@. rAZNOSTX@ DWUH WEKTOROW b�a NAZYWA@T WEKTOR x,
QWLQ@]IJSQ RE[ENIEM URAWNENIQ a+x = b (WSPOMNIM, ^TO RAZNOSTX@ DWUH ^ISEL b�a NAZYWA@T
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TAKOE ^ISLO, KOTOROE W SUMME S WY^ITAEMYM a DAET UMENX[AEMOE b). iZ DOKAZATELXSTWA SWOJSTWA
1.4 WYTEKAET, ^TO

b� a = (�a) + b = b + (�a), b� (�a) = b + a.

sWOJSTWO 1.5. pROIZWEDENIE PROIZWOLXNOGO \LEMENTA LINEJNOGO PROSTRANSTWA NA ^ISLO 0
RAWNO NULEWOMU WEKTORU: 0 · x = 0.

J oTMETIM, ^TO RE[ENIEM URAWNENIQ x+y = x OTNOSITELXNO NEIZWESTNOGO y QWLQETSQ NULEWOJ
WEKTOR (AKSIOMA W) ). pOKAVEM, ^TO W KA^ESTWE RE[ENIQ \TOGO URAWNENIQ MOVNO WZQTX I WEKTOR
0 · x, KOTORYJ TOGDA, W SILU EDINSTWENNOSTI RE[ENIQ, BUDET SOWPADATX S 0. iTAK, PROWERQEM:

x + 0 · x = 1 · x + 0 · x = AKSIOMA V) = (1 + 0)x = 1 · x = AKSIOMA D) = x. I

sWOJSTWO 1.6. wEKTOR, PROTIWOPOLOVNYJ DANNOMU WEKTORU x, RAWEN PROIZWEDENI@ x NA

^ISLO �1: (�x) = (�1)x.

J bLAGODARQ EDINSTWENNOSTI PROTIWOPOLOVNOGO WEKTORA (SWOJSTWO 1.2) DOSTATO^NO DOKAZATX,
^TO WEKTOR (�1)x UDOWLETWORQET AKSIOME G) LINEJNOGO PROSTRANSTWA. dLQ \TOGO ISPOLXZUEM

AKSIOMU DISTRIBUTIWNOSTI V) I TOLXKO ^TO DOKAZANNOE SWOJSTWO 1.5:

x + (�1)x = 1 · x + (�1)x =
�
1 + (�1)

�
x = 0 · x = 0. I

zAME^ANIE 1.1. |KWIWALENTNOSTX RAWENSTW a + x = b I x = b � a MOVNO TRAKTOWATX KAK
PRAWILO, SOGLASNO KOTOROMU SLAGAEMOE, KOTOROE PERENOSQT W DRUGU@ ^ASTX RAWENSTWA, MENQET
SWOJ ZNAK. qSNO TAKVE, ^TO DLQ ↵ 2 R IZ RAWENSTWA a = b SLEDUET RAWENSTWO ↵a = ↵b I NAOBOROT
(PRI ↵ 6= 0), TAK KAK

1

↵
(↵a) =

⇣ 1

↵
↵
⌘
a = 1 · a = a

I ANALOGI^NO
1

↵
(↵b) = b.

sWOJSTWO 1.7. pROIZWEDENIE NULEWOGO WEKTORA NA L@BOE ^ISLO ESTX NULEWOJ WEKTOR: �0 = 0.

J mY TEPERX ZNAEM, ^TO NULEWOJ WEKTOR MOVNO PREDSTAWITX KAK PROIZWEDENIE PROIZWOLXNOGO
WEKTORA (TOGO VE 0) NA ^ISLO 0 (SWOJSTWO 1.5). iSPOLXZUQ \TO, POLU^AEM:

�0 = �(0 · 0) = (� · 0)0 = 0 · 0 = 0. I

1.3. lINEJNAQ ZAWISIMOSTX

iZ DANNOGO NABORA WEKTOROW x1, x2, . . . , xk LINEJNOGO PROSTRANSTWA L PRI POMO]I LINEJNYH
OPERACIJ MOVNO SOSTAWITX WYRAVENIE WIDA

↵1x1 + ↵2x2 + . . . + ↵kxk,

GDE ↵1, ↵2, . . . , ↵k — PROIZWOLXNYJ NABOR DEJSTWITELXNYH ^ISEL. tAKOE WYRAVENIE NAZYWA-
@T LINEJNOJ KOMBINACIEJ WEKTOROW x1, x2, . . . , xk, A DEJSTWITELXNYE ^ISLA ↵1, ↵2, . . . ,
↵k — KO\FFICIENTAMI LINEJNOJ KOMBINACII. eSLI WSE KO\FFICIENTY LINEJNOJ KOMBI-
NACII RAWNY NUL@, TO TAKU@ LINEJNU@ KOMBINACI@ NAZYWA@T TRIWIALXNOJ, A W PROTIWNOM
SLU^AE — NETRIWIALXNOJ.
kONKRETNYJ (NEUPORQDO^ENNYJ) NABOR WEKTOROW x1, x2, . . . , xk LINEJNOGO PROSTRANSTWA BU-

DEM NAZYWATX SISTEMOJ WEKTOROW, A L@BU@ EGO ^ASTX — PODSISTEMOJ.

oPREDELENIE 1.2. sISTEMU WEKTOROW x1, x2, . . . , xk W LINEJNOM PROSTRANSTWE L NAZYWA-
@T LINEJNO ZAWISIMOJ, ESLI SU]ESTWUET NETRIWIALXNAQ LINEJNAQ KOMBINACIQ \TIH WEKTOROW,
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RAWNAQ NULEWOMU WEKTORU. eSLI VE LINEJNAQ KOMBINACIQ \TIH WEKTOROW RAWNA NULEWOMU WEKTORU
TOLXKO LI[X W SLU^AE, KOGDA ONA TRIWIALXNA, SISTEMU WEKTOROW NAZYWA@T LINEJNO NEZAWI-
SIMOJ. oPUSKAQ SLOWO «SISTEMA», ^ASTO GOWORQT: WEKTORY x1, x2, . . . , xk LINEJNO ZAWISIMY

ILI SOOTWETSTWENNO LINEJNO NEZAWISIMY.

lINEJNAQ ZAWISIMOSTX SISTEMY WEKTOROW x1, x2, . . . , xk OZNA^AET, ^TO SU]ESTWU@T TAKIE
KO\FFICIENTY ↵1, ↵2, . . . , ↵k 2 R, ODNOWREMENNO NE RAWNYE NUL@, DLQ KOTORYH WYPOLNENO
RAWENSTWO

↵1x1 + ↵2x2 + . . . + ↵kxk = 0. (1.1)

wEKTORY x1, x2, . . . , xk LINEJNO NEZAWISIMY, ESLI IZ RAWENSTWA

↵1x1 + ↵2x2 + . . . + ↵kxk = 0

WYTEKAET, ^TO ↵1 = ↵2 = . . . = ↵k = 0. w TAKOJ INTERPRETACII PONQTIQ LINEJNOJ ZAWISIMOSTI
I NEZAWISIMOSTI MY BUDEM ISPOLXZOWATX W RAZLI^NYH DOKAZATELXSTWAH.
sLEDU@]EE UTWERVDENIE DAET PROSTOJ KRITERIJ LINEJNOJ ZAWISIMOSTI WEKTOROW.

tEOREMA 1.1. dLQ TOGO ^TOBY SISTEMA WEKTOROW x1, x2, . . . , xk (k > 2) BYLA LINEJNO ZAWI-
SIMA, NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY ODIN IZ WEKTOROW SISTEMY QWLQLSQ LINEJNOJ KOMBINACIEJ
OSTALXNYH.

J n E O B H O D I M O S T X. pUSTX WEKTORY x1, x2, . . . , xk LINEJNO ZAWISIMY. sOGLASNO OPREDE-
LENI@ 1.2, \TO OZNA^AET, ^TO SU]ESTWU@T KO\FFICIENTY ↵1, ↵2, . . . , ↵k 2 R, ODNOWREMENNO NE
RAWNYE NUL@, DLQ KOTORYH WYPOLNENO RAWENSTWO (1.1). nE TERQQ OB]NOSTI, MY MOVEM S^ITATX,
^TO ↵1 6= 0, TAK KAK \TOGO WSEGDA MOVNO DOBITXSQ IZMENENIEM NUMERACII WEKTOROW W SISTEME.
iZ RAWENSTWA (1.1), ISPOLXZUQ OBY^NYE PRAWILA PREOBRAZOWANIQ WYRAVENIJ (SM. ZAME^ANIE 1.1),
NAHODIM

x1 = �↵2

↵1
x2 � . . .� ↵k

↵1
xk.

sLEDOWATELXNO, WEKTOR x1 QWLQETSQ LINEJNOJ KOMBINACIEJ OSTALXNYH WEKTOROW SISTEMY.
d O S T A T O ^ N O S T X. tEPERX PREDPOLOVIM, ^TO ODIN IZ WEKTOROW SISTEMY QWLQETSQ LINEJ-

NOJ KOMBINACIEJ OSTALXNYH. kAK I WY[E, MOVNO, NE TERQQ OB]NOSTI, S^ITATX, ^TO TAKO-
WYM QWLQETSQ WEKTOR x1. sOGLASNO \TOMU PREDPOLOVENI@, SU]ESTWU@T TAKIE KO\FFICIENTY
↵2, ↵3, . . . , ↵k, ^TO

x1 = ↵2x2 + . . . + ↵kxk.

pREOBRAZUQ O^EWIDNYM OBRAZOM ZAPISANNOE WYRAVENIE, POLU^AEM

1 · x1 � ↵2x2 � . . .� ↵kxk = 0.

w LEWOJ ^ASTI \TOGO RAWENSTWA STOIT LINEJNAQ KOMBINACIQ WEKTOROW SISTEMY. oNA RAWNA NULE-
WOMU WEKTORU, NO NE WSE EE KO\FFICIENTY RAWNY NUL@ (NAPRIMER, KO\FFICIENT PRI WEKTORE x1

RAWEN EDINICE). sOGLASNO OPREDELENI@ 1.2, \TO OZNA^AET, ^TO SISTEMA WEKTOROW x1, x2, . . . , xk

LINEJNO ZAWISIMA. I
pRIMER 1.3. w LINEJNOM PROSTRANSTWE C[0, 2⇡] FUNKCIJ, NEPRERYWNYH NA OTREZKE [0, 2⇡],

RASSMOTRIM FUNKCII 1, sin2 x, cos 2x. sISTEMA IZ \TIH TREH \LEMENTOW LINEJNOGO PROSTRANSTWA
LINEJNO ZAWISIMA, POSKOLXKU W SILU IZWESTNOJ FORMULY TRIGONOMETRII FUNKCIQ sin2 x QWLQETSQ
LINEJNOJ KOMBINACIEJ DWUH DRUGIH FUNKCIJ:

sin2 x =
1� cos 2x

2
.
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1.4. sWOJSTWA SISTEM WEKTOROW

nEPOSREDSTWENNO IZ AKSIOM LINEJNOGO PROSTRANSTWA MOVNO POLU^ITX RQD PROSTEJ[IH

SWOJSTW SISTEM WEKTOROW PROIZWOLXNOGO LINEJNOGO PROSTRANSTWA L.

1�. eSLI SREDI WEKTOROW x1, x2, . . . , xk 2 L ESTX NULEWOJ WEKTOR, TO \TA SISTEMA WEKTOROW
LINEJNO ZAWISIMA.

J pUSTX, NAPRIMER, x1 = 0. tOGDA LINEJNAQ KOMBINACIQ 1 · x1 + 0 · x2 + . . . + 0 · xk QWLQETSQ

NETRIWIALXNOJ, TAK KAK PERWYJ EE KO\FFICIENT RAWEN EDINICE. w TO VE WREMQ UKAZANNAQ

LINEJNAQ KOMBINACIQ RAWNA 0, POTOMU ^TO WSE EE SLAGAEMYE RAWNY NULEWOMU WEKTORU. I
2�. eSLI SISTEMA WEKTOROW SODERVIT LINEJNO ZAWISIMU@ PODSISTEMU, TO ONA LINEJNO ZAWI-

SIMA.

J pODSISTEMA SOSTOIT IZ ^ASTI WEKTOROW ISHODNOJ SISTEMY. pUSTX, NAPRIMER, W SISTEME WEK-
TOROW x1, . . . , xk PODSISTEMA x1, . . . , xm, m < k, LINEJNO ZAWISIMA. |TO ZNA^IT, ^TO MOVNO
UKAZATX KO\FFICIENTY ↵1, . . . , ↵m, ODNOWREMENNO NE RAWNYE NUL@, DLQ KOTORYH

↵1x1 + . . . + ↵mxm = 0.

wWEDQ DOPOLNITELXNYE KO\FFICIENTY ↵m+1 = . . . = ↵k = 0, POLU^IM LINEJNU@ KOMBINACI@

SISTEMY WEKTOROW x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xk. s ODNOJ STORONY, ONA NE QWLQETSQ TRIWIALXNOJ,
TAK KAK SREDI PERWYH EE m KO\FFICIENTOW ESTX NENULEWYE, A S DRUGOJ STORONY,

↵1x1 + . . . + ↵mxm + ↵m+1xm+1 + . . . + ↵kxk = 0 + 0 · xm+1 + . . . + 0 · xk = 0.

sLEDOWATELXNO, ISHODNAQ SISTEMA WEKTOROW LINEJNO ZAWISIMA. I
3�. eSLI SISTEMA WEKTOROW LINEJNO NEZAWISIMA, TO I L@BAQ EE PODSISTEMA TOVE LINEJNO

NEZAWISIMA.

J |TO SWOJSTWO QWLQETSQ PEREFORMULIROWKOJ PREDYDU]EGO. w SAMOM DELE, PO SWOJSTWU 2� SI-
STEMA, IME@]AQ LINEJNO ZAWISIMU@ PODSISTEMU, NE MOVET BYTX SAMA LINEJNO NEZAWISIMOJ.
pO\TOMU U LINEJNO NEZAWISIMOJ SISTEMY WOOB]E NE MOVET BYTX LINEJNO ZAWISIMYH PODSI-
STEM. I

4�. eSLI WEKTORY e1, . . . , em LINEJNOGO PROSTRANSTWA L LINEJNO NEZAWISIMY I WEKTOR y 2 L
NE QWLQETSQ IH LINEJNOJ KOMBINACIEJ, TO RAS[IRENNAQ SISTEMA WEKTOROW e1, . . . , em, y QWLQETSQ
LINEJNO NEZAWISIMOJ.

J dEJSTWITELXNO, PUSTX
↵1e1 + . . . + ↵mem + �y = 0.

tOGDA KO\FFICIENT � DOLVEN BYTX NULEWYM, TAK KAK W PROTIWNOM SLU^AE MY MOVEM WYRAZITX
WEKTOR y ^EREZ OSTALXNYE. nO SLAGAEMOE �y W RAWENSTWE SLEWA MOVNO PRI � = 0 OPUSTITX, I MY
POLU^AEM LINEJNU@ KOMBINACI@ WEKTOROW e1, . . . , ek, RAWNU@ NULEWOMU WEKTORU. w SILU LINEJ-
NOJ NEZAWISIMOSTI \TIH WEKTOROW WSE KO\FFICIENTY LINEJNOJ KOMBINACII RAWNY NUL@. zNA^IT,
ISHODNAQ LINEJNAQ KOMBINACIQ QWLQETSQ TRIWIALXNOJ I PO\TOMU SISTEMA WEKTOROW e1, . . . , em, y
LINEJNO NEZAWISIMA. I
pRIMER 1.4. w LINEJNOM ARIFMETI^ESKOM PROSTRANSTWE Rn RASSMOTRIM n WEKTOROW

e1 = (1, 0, . . . , 0, 0),

e2 = (0, 1, . . . , 0, 0),
. . . . . . . . . . . .

en = (0, 0, . . . , 0, 1).
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dOKAVEM, ^TO SISTEMA IZ \TIH WEKTOROW LINEJNO NEZAWISIMA. tAK KAK DLQ L@BYH KO\FFICIENTOW
↵1, . . . , ↵n

↵1e1 + ↵2e2 + . . . + ↵nen = (↵1, ↵2, . . . , ↵n),

TO QSNO, ^TO \TA LINEJNAQ KOMBINACIQ WEKTOROW e1, . . . , en MOVET BYTX RAWNA NULEWOMU WEKTORU

0 = (0, 0, . . . , 0) TOLXKO LI[X PRI USLOWII, ^TO ↵1 = ↵2 = . . . = ↵n = 0. |TO I OZNA^AET, ^TO
\TA SISTEMA WEKTOROW LINEJNO NEZAWISIMA.
oTMETIM, ^TO ESLI IZ WEKTOROW e1, . . . , en, RASSMATRIWAQ IH KAK STROKI ODINAKOWOJ DLINY,

SOSTAWITX MATRICU

E =

0

BB@

1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
. . . . . . . .
0 0 . . . 0 1

1

CCA ,

TO EE RANG BUDET MAKSIMALXNYM (Rg E = n), A EE STROKI BUDUT LINEJNO NEZAWISIMY (NAPRI-
MER, SOGLASNO TEOREME O BAZISNOM MINORE). tAKIM OBRAZOM, PONQTIE LINEJNOJ NEZAWISIMOSTI
WEKTOROW e1, . . . , en LINEJNOGO ARIFMETI^ESKOGO PROSTRANSTWA W DANNOM SLU^AE SOGLASUETSQ S

PONQTIEM LINEJNOJ NEZAWISIMOSTI STROK EDINI^NOJ MATRICY E.

pRIMER 1.5. l@BYE DWA KOLLINEARNYH WEKTORA NA PLOSKOSTI (W V2) I L@BYE TRI KOMPLA-
NARNYH WEKTORA W PROSTRANSTWE (W V3) LINEJNO ZAWISIMY. i W TOM, I W DRUGOM SLU^AE ODIN
IZ WEKTOROW MOVNO PREDSTAWITX W WIDE LINEJNOJ KOMBINACII DRUGOGO (DRUGIH). pO \TOJ VE

PRI^INE W PROSTRANSTWE LINEJNO ZAWISIMA L@BAQ SISTEMA IZ ^ETYREH WEKTOROW.

pRIMER 1.6. pUSTX W PROIZWOLXNOM LINEJNOM PROSTRANSTWE L DANY DWA WEKTORA d1 I d2

I PUSTX a = 3d1 � 2d2, b = 2d1 + 3d2, c = d1 + 5d2. tOGDA SISTEMA WEKTOROW a, b, c LINEJNO
ZAWISIMA.
w SAMOM DELE, SOSTAWIM LINEJNU@ KOMBINACI@ SISTEMY WEKTOROW a, b, c S PROIZWOLXNYMI

KO\FFICIENTAMI x, y, z I PRIRAWNQEM EE NULEWOMU WEKTORU: xa + yb + zc = 0. w \TOJ LINEJNOJ
KOMBINACII ZAMENIM WEKTORY IH PREDSTAWLENIQMI ^EREZ d1 I d2:

xa+ yb+ zc = x(3d1� 2d2)+ y(2d1 +3d2)+ z(d1 +5d2) = (3x+2y + z)d1 +(�2x+3y +5z)d2.

tEPERX DOSTATO^NO PRIRAWNQTX NUL@ KO\FFICIENTY PRI d1 I d2, ^TOBY POLU^ITX NULEWU@

LINEJNU@ KOMBINACI@. zNA^IT, ESLI KO\FFICIENTY x, y, z UDOWLETWORQ@T SISTEME LINEJNYH
ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ ⇢

3x + 2y + z = 0,

�2x + 3y + 5z = 0,

TO LINEJNAQ KOMBINACIQ WEKTOROW a, b, c S KO\FFICIENTAMI x, y, z RAWNA NULEWOMU WEKTORU.
kAK SLEDUET IZ TEORII SISTEM LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ, UKAZANNAQ SISTEMA WSEGDA
IMEET NENULEWOE RE[ENIE, POSKOLXKU RANG EE MATRICY RAWEN DWUM I MENX[E TREH — KOLI^ESTWA

NEIZWESTNYH. nAPRIMER, NENULEWYM RE[ENIEM QWLQETSQ x = 7, y = �17, z = 13. zNA^IT,
SU]ESTWU@T TAKIE x, y, z, ODNOWREMENNO NE RAWNYE NUL@, ^TO LINEJNAQ KOMBINACIQ WEKTOROW
a, b, c S \TIMI KO\FFICIENTAMI RAWNA NULEWOMU WEKTORU, T.E. SISTEMA WEKTOROW a, b, c LINEJNO
ZAWISIMA.

1.5. bAZIS LINEJNOGO PROSTRANSTWA

w LINEJNOM PROSTRANSTWE NAIBOLX[IJ INTERES PREDSTAWLQ@T SISTEMY WEKTOROW, W WIDE
LINEJNOJ KOMBINACII KOTORYH MOVNO PREDSTAWITX L@BOJ WEKTOR, PRI^EM EDINSTWENNYM OBRA-
ZOM. eSLI ZAFIKSIROWATX TAKU@ SISTEMU WEKTOROW, TO L@BOJ WEKTOR MOVNO BUDET ODNOZNA^NO
PREDSTAWITX NABOROM ^ISEL, QWLQ@]IHSQ KO\FFICIENTAMI SOOTWETSTWU@]EJ LINEJNOJ KOMBI-
NACII, A WSEWOZMOVNYE WEKTORNYE SOOTNO[ENIQ PREWRATITX W SOOTNO[ENIQ ^ISLOWYE.
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|TOT PODHOD PRIMENQLSQ UVE W ANALITI^ESKOJ GEOMETRII. w PROSTRANSTWE V2 WEKTOROW NA

PLOSKOSTI L@BYE DWA NEKOLLINEARNYH WEKTORA OBRAZU@T BAZIS, TAK KAK ^EREZ TAKU@ PARU WEKTO-
ROW L@BOJ WEKTOR PLOSKOSTI WYRAVAETSQ ODNOZNA^NO W WIDE LINEJNOJ KOMBINACII. aNALOGI^NO
W V3 (MNOVESTWE WEKTOROW W PROSTRANSTWE) BAZIS OBRAZU@T L@BYE TRI NEKOMPLANARNYH WEKTO-
RA. dLQ MATRIC ISPOLXZOWALOSX PONQTIE BAZISNYH STROK I BAZISNYH STOLBCOW. pO TEOREME O
BAZISNOM MINORE BAZISNYE STROKI (STOLBCY) LINEJNO NEZAWISIMY, A L@BAQ STROKA (STOLBEC)
MATRICY QWLQETSQ LINEJNOJ KOMBINACIEJ BAZISNYH STROK (STOLBCOW).

oPREDELENIE 1.3. bAZISOM LINEJNOGO PROSTRANSTWA L NAZYWA@T L@BU@ UPORQDO-
^ENNU@ SISTEMU WEKTOROW, DLQ KOTOROJ WYPOLNENY DWA USLOWIQ:

1) \TA SISTEMA WEKTOROW LINEJNO NEZAWISIMA;
2) KAVDYJ WEKTOR W LINEJNOM PROSTRANSTWE MOVET BYTX PREDSTAWLEN W WIDE LINEJNOJ KOM-

BINACII WEKTOROW \TOJ SISTEMY.

pUSTX b1, . . . , bn — BAZIS W L. oPREDELENIE 1.3 GOWORIT O TOM, ^TO L@BOJ WEKTOR x 2 L
MOVET BYTX ZAPISAN SLEDU@]IM OBRAZOM:

x = x1b1 + . . . + xnbn.

tAKU@ ZAPISX NAZYWA@T RAZLOVENIEM WEKTORA x PO BAZISU (ILI W BAZISE) b1, . . . , bn.
dANNOE NAMI OPREDELENIE BAZISA SOGLASOWYWAETSQ S PONQTIEM BAZISA W PROSTRANSTWE SWO-

BODNYH WEKTOROW W V1, V2 ILI V3. nAPRIMER, W V3 BAZISOM BYLA NAZWANA L@BAQ UPORQDO^ENNAQ

TROJKA NEKOMPLANARNYH WEKTOROW. tAKAQ TROJKA WEKTOROW QWLQETSQ LINEJNO NEZAWISIMOJ, TAK
KAK PREDSTAWLENIE ODNOGO EE WEKTORA W WIDE LINEJNOJ KOMBINACII DWUH DRUGIH RAWNOSILXNO

KOMPLANARNOSTI TREH WEKTOROW. nO, KROME TOGO, IZ KURSA WEKTORNOJ ALGEBRY MY ZNAEM, ^TO L@-
BOJ WEKTOR W PROSTRANSTWE MOVNO WYRAZITX ^EREZ PROIZWOLXNYE TRI NEKOMPLANARANYH WEKTORA

W WIDE IH LINEJNOJ KOMBINACII. tRI KOMPLANARNYH WEKTORA NE MOGUT BYTX BAZISOM W V3, TAK
KAK TAKIE WEKTORY LINEJNO ZAWISIMY.

tEOREMA 1.2 (O EDINSTWENNOSTI RAZLOVENIQ). w LINEJNOM PROSTRANSTWE RAZLOVENIE
L@BOGO WEKTORA PO DANNOMU BAZISU EDINSTWENNO.

J wYBEREM W LINEJNOM PROSTRANSTWE L PROIZWOLXNYJ BAZIS b1, . . . , bn I PREDPOLOVIM, ^TO
WEKTOR x IMEET W \TOM BAZISE DWA RAZLOVENIQ

x = x1b1 + . . . + xnbn, x = x0
1b1 + . . . + x0

nbn.

wOSPOLXZUEMSQ TEM, ^TO AKSIOMY LINEJNOGO PROSTRANSTWA POZWOLQ@T PREOBRAZOWYWATX LI-
NEJNYE KOMBINACII TAK VE, KAK I OBY^NYE ALGEBRAI^ESKIE WYRAVENIQ. wY^ITAQ IZ PERWOGO
RAWENSTWA WTOROE PO^LENNO, POLU^IM

(x1 � x0
1)b1 + . . . + (xn � x0

n)bn = 0.

tAK KAK BAZIS — \TO LINEJNO NEZAWISIMAQ SISTEMA WEKTOROW, EE LINEJNAQ KOMBINACIQ RAWNA
0, LI[X ESLI ONA TRIWIALXNAQ (SM. OPREDELENIE 1.2). zNA^IT, WSE KO\FFICIENTY \TOJ LINEJNOJ
KOMBINACII RAWNY NUL@: x1 � x0

1 = 0, . . . , xn � x0
n = 0. tAKIM OBRAZOM, x1 = x0

1, . . . , xn = x0
n I

DWA RAZLOVENIQ WEKTORA x W BAZISE b1, . . . , bn SOWPADA@T. I
zAME^ANIE 1.2. uSLOWIE LINEJNOJ NEZAWISIMOSTI WEKTOROW BAZISA OZNA^AET, ^TO NULEWOJ

WEKTOR IMEET W \TOM BAZISE EDINSTWENNOE RAZLOVENIE, A IMENNO TRIWIALXNOE: WSE KO\FFICIENTY
\TOGO RAZLOVENIQ RAWNY NUL@. iZ DOKAZATELXSTWA TEOREMY 1.2 SLEDUET, ^TO IZ EDINSTWENNOSTI
RAZLOVENIQ NULEWOGO WEKTORA PO DANNOJ SISTEME WEKTOROW WYTEKAET EDINSTWENNOSTX RAZLOVENIQ

L@BOGO DRUGOGO WEKTORA. #

sOGLASNO OPREDELENI@ 1.3, BAZIS QWLQETSQ UPORQDO^ENNOJ SISTEMOJ WEKTOROW. |TO ZNA^IT,
^TO, IZMENIW PORQDOK WEKTOROW W SISTEME, MY POLU^IM DRUGOJ BAZIS. pORQDOK WEKTOROW W BAZISE
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FIKSIRU@T DLQ TOGO, ^TOBY ZADATX OPREDELENNYJ PORQDOK KO\FFICIENTOW RAZLOVENIQ PROIZ-
WOLXNOGO WEKTORA. |TO POZWOLQET ZAMENITX LINEJNU@ KOMBINACI@, PREDSTAWLQ@]U@ WEKTOR,
UPORQDO^ENNYM NABOROM EE KO\FFICIENTOW I TEM SAMYM UPROSTITX ZAPISX. pORQDOK WEKTOROW W
BAZISE OPREDELQETSQ IH NUMERACIEJ.

oPREDELENIE 1.4. kO\FFICIENTY RAZLOVENIQ WEKTORA PO BAZISU LINEJNOGO PROSTRANSTWA,
ZAPISANNYE W SOOTWETSTWII S PORQDKOM WEKTOROW W BAZISE, NAZYWA@T KOORDINATAMI WEKTORA
W \TOM BAZISE.

pRIMER 1.7. w LINEJNOM PROSTRANSTWE K2[x] MNOGO^LENOW PEREMENNOGO x STEPENI NE WY[E
2 (SM. PRIMER 1.1) \LEMENTY x I x2 LINEJNO NEZAWISIMY: IH LINEJNAQ KOMBINACIQ ↵x + �x2

ESTX MNOGO^LEN, KOTORYJ RAWEN NUL@ (NULEWOMU MNOGO^LENU) LI[X PRI ↵ = � = 0. w TO VE
WREMQ PARA \TIH \LEMENTOW NE OBRAZUET BAZISA. dEJSTWITELXNO, MNOGO^LEN 1 NULEWOJ STEPENI,
QWLQ@]IJSQ \LEMENTOM K2[x], NELXZQ PREDSTAWITX W WIDE LINEJNOJ KOMBINACII MNOGO^LENOW x
I x2. dELO W TOM, ^TO LINEJNAQ KOMBINACIQ ↵x + �x2 MNOGO^LENOW x I x2 ESTX LIBO MNOGO^LEN

WTOROJ STEPENI (PRI � 6= 0), LIBO MNOGO^LEN PERWOJ STEPENI (↵ 6= 0, � = 0), LIBO NULEWOJ
MNOGO^LEN (↵ = � = 0). zNA^IT, RAWENSTWO 1 = ↵x + �x2 DWUH MNOGO^LENOW NEWOZMOVNO NI PRI

KAKIH ZNA^ENIQH KO\FFICIENTOW.
w TO VE WREMQ TRI MNOGO^LENA 1, x, x2 OBRAZU@T BAZIS LINEJNOGO PROSTRANSTWA K2[x]. dO-

KAVEM \TO.
wO-PERWYH, SISTEMA MNOGO^LENOW 1, x, x2 LINEJNO NEZAWISIMA. sOSTAWIM IH LINEJNU@ KOM-

BINACI@ S PROIZWOLXNYMI KO\FFICIENTAMI ↵, �, � I PRIRAWNQEM NUL@: ↵ · 1 + �x + �x2 = 0.
|TO RAWENSTWO ESTX RAWENSTWO DWUH MNOGO^LENOW, I ONO WOZMOVNO TOLXKO W SLU^AE, KOGDA KO\F-
FICIENTY \TIH DWUH MNOGO^LENOW SOWPADA@T. zNA^IT, ↵ = � = � = 0.
wO-WTORYH, ^EREZ MNOGO^LENY 1, x, x2 MOVNO WYRAZITX L@BOJ MNOGO^LEN WTOROJ STEPENI, T.E.

L@BOJ \LEMENT LINEJNOGO PROSTRANSTWA K2[x] MOVNO PREDSTAWITX W WIDE LINEJNOJ KOMBINACII
UKAZANNYH TREH \LEMENTOW. wOZXMEM PROIZWOLXNYJ MNOGO^LEN

p(x) = ↵+ �x2 + �x2.

eGO ZAPISX MOVNO RASSMATRIWATX KAK LINEJNU@ KOMBINACI@ MNOGO^LENOW 1, x, x2:

p(x) = ↵ · 1 + �x2 + �x2,

PRI^EM KO\FFICIENTY MNOGO^LENA W TO VE WREMQ QWLQ@TSQ KO\FFICIENTAMI LINEJNOJ KOMBI-
NACII.
iTAK, SISTEMA TREH MNOGO^LENOW 1, x, x2 LINEJNO NEZAWISIMA, A L@BOJ \LEMENT LINEJNOGO

PROSTRANSTWA K2[x] QWLQETSQ LINEJNOJ KOMBINACIEJ UKAZANNOJ SISTEMY. sOGLASNO OPREDELENI@
1.3, SISTEMA MNOGO^LENOW 1, x, x2 ESTX BAZIS W K2[x].

1.6. lINEJNYE OPERACII W KOORDINATNOJ FORME

fIKSACIQ PORQDKA WEKTOROW W BAZISE PRESLEDUET E]E ODNU CELX — WWESTI MATRI^NYE SPO-
SOBY ZAPISI WEKTORNYH SOOTNO[ENIJ. bAZIS b1, . . . , bn W DANNOM LINEJNOM PROSTRANSTWE L
UDOBNO ZAPISYWATX KAK MATRICU-STROKU

b = (b1 b2 . . . bn),

A KOORDINATY WEKTORA x W \TOM BAZISE — KAK MATRICU-STOLBEC:

x =

0

B@
x1
...

xn

1

CA. (1.2)
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tOGDA RAZLOVENIE x = x1b1 + . . . + xnbn WEKTORA x PO BAZISU b1, . . . , bn MOVNO ZAPISATX KAK

PROIZWEDENIE MATRICY-STROKI NA MATRICU-STOLBEC:

x = bx. (1.3)

pRIMER 1.8. wEKTORY ORTONORMIROWANNOGO BAZISA W V3 IME@T STANDARTNOE OBOZNA^ENIE I

PORQDOK: i, j, k. w MATRI^NOJ ZAPISI \TO BUDET WYGLQDETX TAK: b = (i j k). wEKTOR, NAPRIMER,
S KOORDINATAMI �1, 2, 2 MOVET BYTX PREDSTAWLEN W WIDE*

x = {�1; 2; 2} = �i + 2j + 2k = (i j k)

0

@
�1

2
2

1

A = bx,

GDE x = (�1 2 2)
T

— STOLBEC KOORDINAT WEKTORA x. #

zAPISX LINEJNYH OPERACIJ NAD SWOBODNYMI WEKTORAMI W KOORDINATNOJ FORME OBOB]AETSQ

NA SLU^AJ PROIZWOLXNOGO LINEJNOGO PROSTRANSTWA.

tEOREMA 1.3. pRI SLOVENII L@BYH DWUH WEKTOROW W LINEJNOM PROSTRANSTWE IH KOORDINATY
W ODNOM I TOM VE BAZISE SKLADYWA@TSQ, A PRI UMNOVENII WEKTORA NA ^ISLO EGO KOORDINATY
UMNOVA@TSQ NA \TO ^ISLO.

J rASSMOTRIM W LINEJNOM PROSTRANSTWE L BAZIS b = (b1, b2, . . . , bn). pUSTX DANY RAZLOVENIQ
WEKTOROW x I y W \TOM BAZISE:

x = x1b1 + . . . + xnbn, y = y1b1 + . . . + ynbn.

w SILU AKSIOM LINEJNOGO PROSTRANSTWA

x + y = (x1b1 + . . . + xnbn) + (y1b1 + . . . + ynbn) = (x1 + y1)b1 + . . . + (xn + yn)bn.

tAKIM OBRAZOM, PRI SLOVENII DWUH WEKTOROW IH KOORDINATY, OTWE^A@]IE ODNOMU BAZISNOMU
WEKTORU, SKLADYWA@TSQ. w MATRI^NOJ ZAPISI KOORDINAT \TOMU SOOTWETSTWUET MATRI^NAQ SUMMA
STOLBCOW KOORDINAT.
aNALOGI^NO DLQ PROIZWOLXNOGO DEJSTWITELXNOGO ^ISLA �

�x = �(x1b1 + . . . + xnbn) = (�x1)b1 + . . . + (�xn)bn,

T.E. PRI UMNOVENII WEKTORA NA ^ISLO KAVDAQ IZ EGO KOORDINAT UMNOVAETSQ NA \TO ^ISLO. I
zAPISX KOORDINAT WEKTOROW W MATRI^NOJ FORME SNIMAET WOPROS O TOM, ^TO PONIMATX, NAPRI-

MER, POD SLOVENIEM KOORDINAT: KOORDINATY SKLADYWA@TSQ KAK MATRICY-STOLBCY. aNALOGI^NO
STOLBEC KOORDINAT UMNOVAETSQ NA ^ISLO PO PRAWILAM UMNOVENIQ MATRICY NA ^ISLO. zAPISX
UTWERVDENIQ TEOREMY 1.3 W MATRI^NOJ FORME

bx + by = b(x + y), �bx = b(�x)

SOOTWETSTWUET SWOJSTWAM MATRI^NYH OPERACIJ: DISTRIBUTIWNOSTI SLOVENIQ OTNOSITELXNO UM-
NOVENIQ I ASSOCIATIWNOSTI UMNOVENIQ.

sLEDSTWIE 1.1. lINEJNAQ NEZAWISIMOSTX (ZAWISIMOSTX) WEKTOROW LINEJNOGO PROSTRANSTWA
\KWIWALENTNA LINEJNOJ NEZAWISIMOSTI (ZAWISIMOSTI) IH STOLBCOW KOORDINAT W ODNOM I TOM VE
BAZISE \TOGO LINEJNOGO PROSTRANSTWA.

*nAPOMNIM, ^TO W WEKTORNOJ ALGEBRE MY ZAPISYWALI KOORDINATY WEKTORA W STROKU, OGRANI^IWAQ EE FIGUR-
NYMI SKOBKAMI. dLQ UPRO]ENIQ WYKLADOK MY OTOVDESTWLQLI WEKTOR S NABOROM EGO KOORDINAT, HOTQ, WOOB]E
GOWORQ, \TI OB_EKTY IME@T RAZLI^NU@ PRIRODU. w LINEJNOJ ALGEBRE PRINQTO KOORDINATY ZAPISYWATX NE W

STROKU, A W STOLBEC.
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J eSLI WEKTOR a RAWEN LINEJNOJ KOMBINACII WEKTOROW a1, . . . , ak, T.E.

a = ↵1a1 + . . . + ↵kak,

TO EGO STOLBEC KOORDINAT a W ZADANNOM BAZISE b RAWEN TAKOJ VE LINEJNOJ KOMBINACII STOLBCOW
KOORDINAT a1, . . . , ak WEKTOROW a1, . . . , ak W \TOM VE BAZISE:

a = ↵1a1 + . . . + ↵kak.

|TO SLEDUET IZ RAWENSTW

ba = a = ↵1a1 + . . . + ↵kak = ↵1(ba1) + . . . + ↵k(bak) = b(↵1a1 + . . . + ↵kak).

iZ SOWPADENIQ KO\FFICIENTOW DWUH LINEJNYH KOMBINACIJ WYTEKAET, ^TO LINEJNAQ ZAWISIMOSTX
(NEZAWISIMOSTX) WEKTOROW \KWIWALENTNA LINEJNOJ ZAWISIMOSTI (NEZAWISIMOSTI) IH STOLBCOW KO-
ORDINAT. I
pRIMER 1.9. w LINEJNOM ARIFMETI^ESKOM PROSTRANSTWE Rn WEKTORY

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, . . . , 1) (1.4)

OBRAZU@T BAZIS e = (e1, b2, . . . , en), TAK KAK ONI LINEJNO NEZAWISIMY (SM. PRIMER 1.4) I L@BOJ
WEKTOR x = (x1, . . . , xn) 2 Rn PREDSTAWÍM W WIDE x = x1e1 + . . . + xnen. #

bAZIS (1.4) W PROSTRANSTWE Rn NAZYWA@T STANDARTNYM.

zAME^ANIE 1.3. w LINEJNOM ARIFMETI^ESKOM PROSTRANSTWE Rn DLQ PROIZWOLXNOGO WEKTO-

RA x = (x1, . . . , xn) EGO STOLBEC KOORDINAT x W STANDARTNOM BAZISE SOWPADAET S xT. kAK I W
ANALITI^ESKOJ GEOMETRII, UDOBNO PRI FIKSIROWANNOM BAZISE OTOVDESTWLQTX WEKTOR S EGO KOOR-
DINATAMI. dLQ STANDARTNOGO BAZISA \TO RAWNOSILXNO ZAPISI WEKTORA NE KAK MATRICY-STROKI, A
KAK MATRICY-STOLBCA. oTMETIM, ^TO ZAPISX \LEMENTOW ARIFMETI^ESKOGO PROSTRANSTWA W WIDE
STOLBCA NE PROTIWORE^IT OPREDELENI@ ARIFMETI^ESKOGO PROSTRANSTWA, PONIMAEMOGO KAK MNO-
VESTWO UPORQDO^ENNYH SOWOKUPNOSTEJ ^ISEL. pORQDOK VE \LEMENTOW MOVNO UKAZYWATX KAK PRI
POMO]I ZAPISI W STROKU, TAK I PRI POMO]I ZAPISI W STOLBEC.

pRIMER 1.10. pOKAVEM, ^TO W R3 SISTEMA WEKTOROW

a1 = (1, �1, 2), a2 = (2, 1, 0), a3 = (4, �1, 1)

OBRAZUET BAZIS I NAJDEM W \TOM BAZISE KOORDINATY WEKTORA c = (2, 1, 3).
dLQ TOGO ^TOBY DOKAZATX, ^TO SISTEMA WEKTOROW a1, a2, a3 OBRAZUET BAZIS, NADO UBEDITXSQ W

LINEJNOJ NEZAWISIMOSTI \TIH WEKTOROW I W TOM, ^TO L@BOJ WEKTOR b = (b1, b2, b3) 2 R3 QWLQETSQ

IH LINEJNOJ KOMBINACIEJ.
w STANDARTNOM BAZISE e W R3 WEKTORY a1, a2, a3, b, c IME@T SLEDU@]IE STOLBCY KOORDINAT:

a1 =

0

@
1
�1

2

1

A, a2 =

0

@
2
1
0

1

A, a3 =

0

@
4
�1

1

1

A, b =

0

@
b1

b2

b3

1

A, c =

0

@
2
1
3

1

A.

iZ STOLBCOW KOORDINAT WEKTOROW a1, a2, a3 SOSTAWIM MATRICU

A =

0

@
1 2 4
�1 1 �1

2 0 1

1

A

I RASSMOTRIM KWADRATNU@ SISTEMU LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ (slau) Ax = b, GDE

x = (x1 x2 x3)
T
. tAK KAK det A = �9, TO MATRICA A NEWYROVDENNAQ, EE RANG RAWEN 3 I WSE EE
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STOLBCY QWLQ@TSQ BAZISNYMI. pO\TOMU, WO-PERWYH, SOGLASNO TEOREME O BAZISNOM MINORE, \TI
STOLBCY LINEJNO NEZAWISIMY, ^TO, SOGLASNO SLEDSTWI@ 1.1, OZNA^AET LINEJNU@ NEZAWISIMOSTX
WEKTOROW a1, a2, a3, A WO-WTORYH, slau Ax = b PRI L@BOM STOLBCE b PRAWYH ^ASTEJ IMEET

RE[ENIE x = (x0
1 x0

2 x0
3)
T
, ^TO POSLE ZAPISI \TOJ slau W WEKTORNOJ FORME

a1x1 + a2x2 + a3x3 = b

POZWOLQET SDELATX WYWOD O WYPOLNENII RAWENSTWA

x0
1a1 + x0

2a2 + x0
3a3 = b.

w ^ASTNOSTI, RE[IW slau Ax = c, KOTORAQ W KOORDINATNOJ FORME IMEET WID
8
<

:

x1 + 2x2 + 4x3 = 2,
�x1 + x2 � x3 = 1,
2x1 + x3 = 3,

NAHODIM KOORDINATY WEKTORA c W BAZISE (a1, a2, a3): x1 = 2, x2 = 2, x3 = �1.

1.7. rAZMERNOSTX LINEJNOGO PROSTRANSTWA

|TA WAVNEJ[AQ HARAKTERISTIKA LINEJNOGO PROSTRANSTWA SWQZANA SO SWOJSTWAMI SISTEM

WEKTOROW W \TOM PROSTRANSTWE.

oPREDELENIE 1.5. mAKSIMALXNOE KOLI^ESTWO LINEJNO NEZAWISIMYH WEKTOROW W DANNOM

LINEJNOM PROSTRANSTWE NAZYWA@T RAZMERNOSTX@ LINEJNOGO PROSTRANSTWA.

eSLI RAZMERNOSTX LINEJNOGO PROSTRANSTWA L RAWNA n, T.E. SU]ESTWUET LINEJNO NEZAWISIMAQ
SISTEMA IZ n WEKTOROW, A L@BAQ SISTEMA WEKTOROW, SODERVA]AQ n+1 WEKTOR ILI BOLEE, LINEJNO
ZAWISIMA, TO GOWORQT, ^TO \TO LINEJNOE PROSTRANSTWO n-MERNO. rAZMERNOSTX TAKOGO LINEJNOGO
PROSTRANSTWA OBOZNA^A@T n = dimL.
sU]ESTWU@T LINEJNYE PROSTRANSTWA, W KOTORYH MOVNO WYBRATX LINEJNO NEZAWISIMU@ SI-

STEMU, SODERVA]U@ SKOLX UGODNO BOLX[OE KOLI^ESTWO WEKTOROW. tAKIE LINEJNYE PROSTRANSTWA
NAZYWA@T BESKONE^NOMERNYMI. w OTLI^IE OT NIH, n-MERNYE LINEJNYE PROSTRANSTWA NA-
ZYWA@T KONE^NOMERNYMI. w \TOM KURSE RASSMATRIWA@TSQ KONE^NOMERNYE LINEJNYE PROST-
RANSTWA.

pRIMER 1.11. lINEJNOE PROSTRANSTWO C[0, 1] FUNKCIJ, NEPRERYWNYH NA OTREZKE [0, 1]
(SM. 1.1), QWLQETSQ BESKONE^NOMERNYM, TAK KAK DLQ L@BOGO NATURALXNOGO n SISTEMA MNOGO^LENOW
1, x, x2, . . . , xn, QWLQ@]IHSQ \LEMENTAMI \TOGO LINEJNOGO PROSTRANSTWA, LINEJNO NEZAWISIMA.
w SAMOM DELE, LINEJNAQ KOMBINACIQ \TIH MNOGO^LENOW, OTWE^A@]AQ NABORU KO\FFICIENTOW ↵0,
↵1, . . . , ↵n, ESTX MNOGO^LEN

↵0 + ↵1x + . . . + ↵nx
n,

KOTORYJ QWLQETSQ NULEWYM (T.E. RAWEN POSTOQNNOJ FUNKCII 0), TOLXKO ESLI WSE EGO KO\FFICI-
ENTY (ONI VE KO\FFICIENTY LINEJNOJ KOMBINACII) RAWNY NUL@. #

oKAZYWAETSQ, ^TO RAZMERNOSTX LINEJNOGO PROSTRANSTWA TESNO SWQZANA S KOLI^ESTWOM WEKTO-
ROW, KOTOROE MOVET IMETX BAZIS LINEJNOGO PROSTRANSTWA.

tEOREMA 1.4. eSLI LINEJNOE PROSTRANSTWO L n-MERNO, TO L@BAQ UPORQDO^ENNAQ LINEJNO
NEZAWISIMAQ SISTEMA IZ n WEKTOROW QWLQETSQ EGO BAZISOM.

tEOREMA 1.5. eSLI W LINEJNOM PROSTRANSTWE L SU]ESTWUET BAZIS IZ n WEKTOROW, TO
dimL = n. #
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iZ TEOREM 1.4 I 1.5 SLEDUET, ^TO W KAVDOM LINEJNOM PROSTRANSTWE L@BYE DWA BAZISA SODERVAT
ODNO I TO VE KOLI^ESTWO WEKTOROW, I \TO KOLI^ESTWO RAWNO RAZMERNOSTI LINEJNOGO PROSTRANSTWA.

pRIMER 1.12. w LINEJNOM ARIFMETI^ESKOM PROSTRANSTWE Rn STANDARTNYJ BAZIS (1.4)
SOSTOIT IZ n WEKTOROW, PO\TOMU dim Rn = n, ^TO I OTRAVENO W OBOZNA^ENII \TOGO LINEJNOGO
PROSTRANSTWA.

pRIMER 1.13. rASSMOTRIM ODNORODNU@ slau
8
<

:

x1 � 2x2 + 2x3 � x4 = 0,
x1 � 3x2 + x3 � 4x4 = 0,

2x1 � 5x2 + 3x3 � 5x4 = 0,

MNOVESTWO RE[ENIJ KOTOROJ OBRAZUET LINEJNOE PROSTRANSTWO. nAJDEM RAZMERNOSTX \TOGO LI-
NEJNOGO PROSTRANSTWA I KAKOJ-LIBO BAZIS W NEM.
rE[IM \TU SISTEMU, OPREDELIW EE FUNDAMENTALXNU@ SISTEMU RE[ENIJ. dLQ \TOGO ZAPI[EM

MATRICU SISTEMY I PRI POMO]I \LEMENTARNYH PREOBRAZOWANIJ STROK PRIWEDEM EE K STUPEN^A-
TOMU WIDU: 0

@
1 �2 2 �1
1 �3 1 �4
2 �5 3 �5

1

A ⇠

0

@
1 �2 2 �1
0 �1 �1 �3
0 �1 �1 �3

1

A ⇠

0

@
1 �2 2 �1
0 1 1 3
0 0 0 0

1

A .

iZ POLU^ENNOGO WIDA NAHODIM, ^TO RANG MATRICY SISTEMY RAWEN 2, W KA^ESTWE SWOBODNYH NEIZ-
WESTNYH MOVNO WZQTX x3 I x4, A W KA^ESTWE BAZISNYH NEIZWESTNYH — x1 I x2. pREOBRAZOWANNAQ
SISTEMA IMEET WID ⇢

x1 � 2x2 + 2x3 � x4 = 0,
x2 + x3 + 3x4 = 0.

pOLAGAQ x3 = 1, x4 = 0, NAHODIM x2 = �1, x1 = �4, A PRI x3 = 0, x4 = 1 IMEEM x2 = �3, x1 = �5.
zAPISAW NAJDENNYE RE[ENIQ W WIDE STOLBCOW, POLU^IM FUNDAMENTALXNU@ SISTEMU RE[ENIJ:

x(1) =

0

BB@

�4
�1

1
0

1

CCA, x(2) =

0

BB@

�5
�3

0
1

1

CCA.

sOGLASNO TEORII SISTEM LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ, \TI DWA RE[ENIQ LINEJNO NE-
ZAWISIMY, A L@BOE DRUGOE RE[ENIE slau PREDSTAWLQETSQ W WIDE LINEJNOJ KOMBINACII x(1) I

x(2). dRUGIMI SLOWAMI, STOLBCY x(1) I x(2) OBRAZU@T BAZIS W LINEJNOM PROSTRANSTWE RE[ENIJ

RASSMATRIWAEMOJ ODNORODNOJ slau. rAZMERNOSTX \TOGO LINEJNOGO PROSTRANSTWA RAWNA DWUM—
KOLI^ESTWU WEKTOROW W BAZISE.

1.8. pREOBRAZOWANIE KOORDINAT WEKTORA
PRI ZAMENE BAZISA

w LINEJNOM PROSTRANSTWE WSE BAZISY RAWNOPRAWNY. tOT ILI INOJ BAZIS WYBIRA@T IS-
HODQ IZ KONKRETNYH OBSTOQTELXSTW, A MOVET BYTX, I WOOB]E PROIZWOLXNO. iNOGDA UDOBNO

ISPOLXZOWATX DLQ PREDSTAWLENIQ \LEMENTOW LINEJNOGO PROSTRANSTWA NESKOLXKO BAZISOW, NO TOGDA
ESTESTWENNYM OBRAZOM WOZNIKAET ZADA^A PREOBRAZOWANIQ KOORDINAT WEKTOROW, KOTOROE SWQZANO
S IZMENENIEM BAZISA.
pUSTX W n-MERNOM LINEJNOM PROSTRANSTWE L ZADANY DWA BAZISA: STARYJ b = (b1, b2, . . . , bn)

I NOWYJ c = (c1, c2, . . . , cn). l@BOJ WEKTOR MOVNO RAZLOVITX PO BAZISU b. w ^ASTNOSTI, KAVDYJ
WEKTOR IZ BAZISA c MOVET BYTX PREDSTAWLEN W WIDE LINEJNOJ KOMBINACII WEKTOROW BAZISA b:

ci = ↵1ib1 + . . . + ↵nibn, i = 1, n.
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zAPI[EM \TI PREDSTAWLENIQ W MATRI^NOJ FORME:

ci = b

0

B@
↵1i
...
↵ni

1

CA , i = 1, n,

ILI

c = bU,

GDE

U =

0

@
↵11 . . . ↵1n

. . . . . . .
↵n1 . . . ↵nn

1

A . (1.5)

oPREDELENIE 1.6. mATRICU (1.5) NAZYWA@T MATRICEJ PEREHODA OT STAROGO BAZISA b K
NOWOMU BAZISU c.

sOGLASNO DANNOMU OPREDELENI@, i-J STOLBEC MATRICY PEREHODA ESTX STOLBEC KOORDINAT i-GO
WEKTORA NOWOGO BAZISA W STAROM. pO\TOMU GOWORQT, ^TO MATRICA PEREHODA SOSTOIT IZ KOORDINAT
WEKTOROW NOWOGO BAZISA W STAROM, ZAPISANNYH PO STOLBCAM.
oBSUDIM NEKOTORYE SWOJSTWA MATRICY PEREHODA.

1�. mATRICA PEREHODA NEWYROVDENA I WSEGDA IMEET OBRATNU@.

J dEJSTWITELXNO, STOLBCY MATRICY PEREHODA— \TO STOLBCY KOORDINAT WEKTOROW NOWOGO BAZISA

W STAROM. sLEDOWATELXNO, ONI, KAK I WEKTORY BAZISA, LINEJNO NEZAWISIMY. zNA^IT, MATRICA U
NEWYROVDENNAQ I IMEET OBRATNU@ MATRICU U�1. I

2�. eSLI W n-MERNOM LINEJNOM PROSTRANSTWE ZADAN BAZIS b, TO DLQ L@BOJ NEWYROVDENNOJ
KWADRATNOJ MATRICY U PORQDKA n SU]ESTWUET TAKOJ BAZIS c W \TOM LINEJNOM PROSTRANSTWE,
^TO U BUDET MATRICEJ PEREHODA OT BAZISA b K BAZISU c.

J iZ NEWYROVDENNOSTI MATRICY U SLEDUET, ^TO EE RANG RAWEN n, I PO\TOMU EE STOLBCY, BU-
DU^I BAZISNYMI, LINEJNO NEZAWISIMY. |TI STOLBCY QWLQ@TSQ STOLBCAMI KOORDINAT WEKTOROW
SISTEMY c = bU . lINEJNAQ NEZAWISIMOSTX STOLBCOW MATRICY U RAWNOSILXNA LINEJNOJ NEZA-
WISIMOSTI SISTEMY WEKTOROW c. tAK KAK SISTEMA c SODERVIT n WEKTOROW, PRI^EM LINEJNOE
PROSTRANSTWO n-MERNO, TO, SOGLASNO TEOREME 1.4, \TA SISTEMA QWLQETSQ BAZISOM. I
pRIMER 1.14. pUSTX b = (b1, b2, b3) — BAZIS LINEJNOGO PROSTRANSTWA. tOGDA SISTEMA

WEKTOROW c1 = 2b1, c2 = �b2, c3 = b3 TOVE QWLQETSQ BAZISOM W \TOM LINEJNOM PROSTRANSTWE.
|TO SLEDUET IZ TOGO, ^TO

(c1 c2 c3) = (b1 b2 b3) U,

GDE DIAGONALXNAQ MATRICA U = diag (2, �1, 1) NEWYROVDENA.

3�. eSLI U — MATRICA PEREHODA OT STAROGO BAZISA b K NOWOMU BAZISU c LINEJNOGO PROSTRAN-
STWA, TO U�1 — MATRICA PEREHODA OT BAZISA c K BAZISU b.

J mATRICA U NEWYROVDENA, I PO\TOMU IZ RAWENSTWA c = bU SLEDUET, ^TO cU�1 = b. pOSLEDNEE
RAWENSTWO OZNA^AET, ^TO STOLBCY MATRICY U�1 QWLQ@TSQ STOLBCAMI KOORDINAT WEKTOROW BAZISA

b OTNOSITELXNO BAZISA c, T.E., SOGLASNO OPREDELENI@ 1.6, U�1 — \TO MATRICA PEREHODA OT BAZISA

c K BAZISU b. I
4�. eSLI W LINEJNOM PROSTRANSTWE ZADANY BAZISY b, c I d, PRI^EM U — MATRICA PEREHODA

OT BAZISA b K BAZISU c, a V — MATRICA PEREHODA OT BAZISA c K BAZISU d, TO PROIZWEDENIE \TIH
MATRIC UV — MATRICA PEREHODA OT BAZISA b K BAZISU d.

J sOGLASNO OPREDELENI@ 1.6 MATRICY PEREHODA, IMEEM RAWENSTWA

c = bU, d = cV,
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OTKUDA

d = cV = (bU)V = b(UV ),

T.E. UV — MATRICA PEREHODA OT BAZISA b K BAZISU d. I
rASSMOTRIM TEPERX, KAK PREOBRAZU@TSQ KOORDINATY PROIZWOLXNOGO WEKTORA W LINEJNOM PRO-

STRANSTWE PRI PEREHODE OT STAROGO BAZISA K NOWOMU. wYBEREM PROIZWOLXNYJ WEKTOR x 2 L I

RAZLOVIM EGO W STAROM BAZISE:

x = bx, x =

0

B@
x1
...

xn

1

CA . (1.6)

rAZLOVENIE TOGO VE WEKTORA W NOWOM BAZISE IMEET WID

x = cx0, x0 =

0

B@
x0

1
...

x0
n

1

CA . (1.7)

nAJDEM SWQZX MEVDU STARYMI KOORDINATAMI x WEKTORA x I NOWYMI EGO KOORDINATAMI x0. iZ
SOOTNO[ENIJ (1.6), (1.7) SLEDUET, ^TO bx = cx0. u^ITYWAQ, ^TO c = bU , POLU^AEM bx = (bU)x0,
ILI bx = b(Ux0). pOSLEDNEE RAWENSTWO MOVNO RASSMATRIWATX KAK ZAPISX DWUH RAZLOVENIJ

ODNOGO I TOGO VE WEKTORA x W DANNOM BAZISE b. rAZLOVENIQM SOOTWETSTWU@T STOLBCY KOORDINAT
x I Ux0, KOTORYE, SOGLASNO TEOREME 1.2 O EDINSTWENNOSTI RAZLOVENIQ WEKTORA PO BAZISU, DOLVNY
BYTX RAWNY:

x = Ux0, ILI x0 = U�1x.

iTAK, ^TOBY POLU^ITX KOORDINATY WEKTORA W STAROM BAZISE, NEOBHODIMO STOLBEC KOORDINAT
\TOGO WEKTORA W NOWOM BAZISE UMNOVITX SLEWA NA MATRICU PEREHODA IZ STAROGO BAZISA W NOWYJ.
mATRICA PEREHODA IZ STAROGO BAZISA W NOWYJ POZWOLQET PERES^ITYWATX NOWYE KOORDINATY W

STARYE.

pRIMER 1.15. rASSMOTRIM W V2 ORTONORMIROWANNYJ BAZIS

b = (i, j) IZ WEKTOROW i, j. oBOZNA^IM ^EREZ e = (e1, e2) NOWYJ
BAZIS, KOTORYJ POLU^AETSQ POWOROTOM STAROGO BAZISA b NA ZADAN-
NYJ UGOL '. iSHODQ IZ ZADANNOGO UGLA POWOROTA MY MOVEM NAJTI
KOORDINATY WEKTOROW e1, e2 NOWOGO BAZISA OTNOSITELXNO STAROGO

(RIS. 1.2):i
e1

e2 j

rIS. 1.2 e1 =

✓
cos'
sin'

◆
, e2 =

✓
� sin'
cos'

◆
.

|TI RAZLOVENIQ POZWOLQ@T SOSTAWITX MATRICU PEREHODA U IZ STAROGO BAZISA b W NOWYJ e, A
TAKVE OBRATNU@ MATRICU:

U =

✓
cos' � sin'
sin' cos'

◆
, U�1 =

✓
cos' sin'
� sin' cos'

◆
.

nAJDENNYE MATRICY PEREHODA U (IZ STAROGO BAZISA W NOWYJ) I U�1 (IZ NOWOGO BAZISA W
STARYJ) POZWOLQ@T ZAPISATX SOOTNO[ENIQ MEVDU STARYMI x1, x2 I NOWYMI x0

1, x0
2 KOORDINATAMI

PROIZWOLXNOGO WEKTORA x IZ V2:

x0
1 = x1 cos'+ x2 sin',

x0
2 = �x1 sin'+ x2 cos',

x1 = x0
1 cos'� x0

2 sin',

x2 = x0
1 sin'+ x0

2 cos'.

nAPRIMER, WEKTOR x = i + j W STAROM BAZISE IMEET KOORDINATY x1 = 1, x2 = 1, A W NOWOM BAZISE
EGO KOORDINATAMI QWLQ@TSQ x0

1 = cos'+ sin', x0
2 = � sin'+ cos'.
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pRIMER 1.16. pUSTX W LINEJNOM PROSTRANSTWE V3 ZADANY DWA PRAWYH ORTONORMIROWANNYH

BAZISA: STARYJ (i, j, k) I NOWYJ (i0, j 0, k0). tOGDA STARYJ BAZIS MOVNO PREOBRAZOWATX W NO-
WYJ PRI POMO]I TREH POWOROTOW WOKRUG KOORDINATNYH OSEJ PRQMOUGOLXNOJ SISTEMY KOORDINAT,
OPREDELQEMOJ ORTONORMIROWANNYM BAZISOM.
rASSMOTRIM EDINI^NYJ WEKTOR s, KOTORYJ ODNOWREMENNO LEVIT W PLOSKOSTQH PAR WEKTOROW

i, j I i0, j 0. pOWERNEM BAZIS (i, j, k) WOKRUG OSI WEKTORA k NA NEKOTORYJ
UGOL  TAK, ^TO WEKTOR i SOWPADET S WEKTOROM s. oTMETIM, ^TO WEKTOR
s ORTOGONALEN I WEKTORU k, I WEKTORU k0, TAK KAK QWLQETSQ LINEJNOJ
KOMBINACIEJ I PARY i, j, I PARY i0, j 0. zNA^IT, POWOROTOM WOKRUG OSI
WEKTORA s NA NEKOTORYJ UGOL # MOVNO DOBITXSQ SOWME]ENIQ WEKTORA k
S WEKTOROM k0. nAKONEC, POWOROTOM WOKRUG OSI WEKTORA k0 NA NEKOTORYJ

UGOL ' SOWMESTIM WEKTOR s S WEKTOROM i0 (RIS. 1.3).

i s
i'j'k'

j
k

rIS. 1.3

mATRICA PEREHODA, SOOTWETSTWU@]AQ PERWOMU POWOROTU WOKRUG OSI WEKTORA k, IMEET WID

U1 =

0

@
cos � sin 0
sin cos 0

0 0 1

1

A .

mATRICA PEREHODA A2, SOOTWETSTWU@]AQ POWOROTU UVE NOWOGO BAZISA WOKRUG OSI WEKTORA s NA
UGOL #, POHOVA NA PREDYDU]U@:

U2 =

0

@
1 0 0
0 cos# � sin#
0 sin# cos#

1

A .

nAKONEC, MATRICA PEREHODA, SOOTWETSTWU@]AQ TRETXEMU POWOROTU WOKRUG OSI WEKTORA k0 IMEET

WID

U3 =

0

@
cos' � sin' 0
sin' cos' 0

0 0 1

1

A .

sOGLASNO SWOJSTWU 4�, MATRICA PEREHODA U IZ STAROGO BAZISA (i, j, k) W NOWYJ (i0, j 0, k0)
RAWNA U = U1U2U3 I MOVET BYTX ZAPISANA W WIDE

0

@
cos cos'� sin cos# sin' � cos sin'� sin cos# cos' sin sin#
sin cos'+ cos cos# sin' � sin sin'+ cos cos# cos' � cos sin#

sin# sin' sin# cos' cos#

1

A .


