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ÔÍ-12lEKCIQ 2

linejnye podprostranstwa.
ewklidowy prostranstwa

pODPROSTRANSTWA LINEJNOGO PROSTRANSTWA. rANG SISTEMY WEKTOROW, SWQZX S RANGOM MATRICY.
lINEJNAQ OBOLO^KA. pRIMERY. eWKLIDOWO PROSTRANSTWO, AKSIOMY I PRIMERY. nORMA WEKTORA.
nERAWENSTWO kO[I — bUNQKOWSKOGO I NERAWENSTWO TREUGOLXNIKA. oRTOGONALXNOSTX WEKTOROW.
lINEJNAQ NEZAWISIMOSTX ORTOGONALXNOJ SISTEMY NENULEWYH WEKTOROW. oRTONORMIROWANNYJ
BAZIS EWKLIDOWA PROSTRANSTWA wYRAVENIE KOORDINAT WEKTORA W ORTONORMIROWANNOM BAZISE.
wY^ISLENIE SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ I NORMY WEKTORA W ORTONORMIROWANNOM BAZISE.

2.1. oPREDELENIE I PRIMERY

w L@BOM LINEJNOM PROSTRANSTWE L MOVNO WYDELITX TAKOE PODMNOVESTWO WEKTOROW, KOTO-
ROE OTNOSITELXNO OPERACIJ IZ L SAMO QWLQETSQ LINEJNYM PROSTRANSTWOM. |TO MOVNO DELATX
RAZLI^NYMI SPOSOBAMI, I STRUKTURA TAKIH PODMNOVESTW NESET WAVNU@ INFORMACI@ O SAMOM
LINEJNOM PROSTRANSTWE L.

oPREDELENIE 2.1. pODMNOVESTWOH LINEJNOGO PROSTRANSTWA L NAZYWA@T LINEJNYM POD-
PROSTRANSTWOM, ESLI WYPOLNENY SLEDU@]IE DWA USLOWIQ:

1) SUMMA L@BYH DWUH WEKTOROW IZ H PRINADLEVIT H: x, y 2 H =) x + y 2 H;
2) PROIZWEDENIE L@BOGO WEKTORA IZ H NA L@BOE DEJSTWITELXNOE ^ISLO SNOWA PRINADLEVIT

H: x 2 H, � 2 R =) �x 2 H.

oPREDELENIE 2.1 FAKTI^ESKI GOWORIT O TOM, ^TO LINEJNOE PODPROSTRANSTWO — \TO L@BOE

PODMNOVESTWO DANNOGO LINEJNOGO PROSTRANSTWA, ZAMKNUTOE OTNOSITELXNO LINEJNYH OPERA-
CIJ, T.E. PRIMENENIE LINEJNYH OPERACIJ K WEKTORAM, PRINADLEVA]IM \TOMU PODMNOVESTWU, NE
WYWODIT REZULXTAT ZA PREDELY PODMNOVESTWA. pOKAVEM, ^TO LINEJNOE PODPROSTRANSTWO H KAK

SAMOSTOQTELXNYJ OB_EKT QWLQETSQ LINEJNYM PROSTRANSTWOM OTNOSITELXNO OPERACIJ, ZADANNYH
W OB_EML@]EM LINEJNOM PROSTRANSTWE L. w SAMOM DELE, \TI OPERACII OPREDELENY DLQ L@BYH
\LEMENTOW MNOVESTWA L, A ZNA^IT, I DLQ \LEMENTOW PODMNOVESTWA H. oPREDELENIE 2.1 FAKTI-
^ESKI TREBUET, ^TOBY DLQ \LEMENTOW IZ H REZULXTAT WYPOLNENIQ OPERACIJ TAKVE PRINADLEVAL

H. pO\TOMU OPERACII, ZADANNYE W L, MOVNO RASSMATRIWATX KAK OPERACII I NA BOLEE UZKOM MNO-
VESTWE H. dLQ \TIH OPERACIJ NA MNOVESTWE H AKSIOMY LINEJNOGO PROSTRANSTWA A)–B) I D)–Z)
WYPOLNENY W SILU TOGO, ^TO ONI SPRAWEDLIWY W L. kROME TOGO, WYPOLNENY I DWE OSTAW[IESQ
AKSIOMY, POSKOLXKU, SOGLASNO OPREDELENI@ 2.1, ESLI x 2 H, TO: 1) 0 · x = 0 2 H I 0 — NULEWOJ
WEKTOR W H; 2) (�1)x = �x 2 H.
w L@BOM LINEJNOM PROSTRANSTWE L WSEGDA IME@TSQ DWA LINEJNYH PODPROSTRANSTWA: SAMO

LINEJNOE PROSTRANSTWO L I NULEWOE PODPROSTRANSTWO {0}, SOSTOQ]EE IZ EDINSTWENNOGO
\LEMENTA 0. |TI LINEJNYE PODPROSTRANSTWA NAZYWA@T NESOBSTWENNYMI, W TO WREMQ KAK
WSE OSTALXNYE LINEJNYE PODPROSTRANSTWA NAZYWA@T SOBSTWENNYMI. pRIWEDEM PRIMERY SOB-
STWENNYH LINEJNYH PODPROSTRANSTW.

pRIMER 2.1. w LINEJNOM PROSTRANSTWE V3 SWOBODNYH WEKTOROW TREHMERNOGO PROSTRANSTWA

LINEJNOE PODPROSTRANSTWO OBRAZU@T: A) WSE WEKTORY, PARALLELXNYE DANNOJ PLOSKOSTI; B) WSE
WEKTORY, PARALLELXNYE DANNOJ PRQMOJ. |TO WYTEKAET IZ SLEDU@]IH SOOBRAVENIJ. iZ OPREDE-
LENIQ SUMMY SWOBODNYH WEKTOROW SLEDUET, ^TO DWA WEKTORA a, b I IH SUMMA a + b KOMPLANARNY
(RIS. 2.1, A). pO\TOMU, ESLI a I b PARALLELXNY DANNOJ PLOSKOSTI, TO \TOJ VE PLOSKOSTI BUDET

19
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PARALLELXNA I IH SUMMA. tEM SAMYM USTANOWLENO, ^TO DLQ SLU^AQ A) WYPOLNENO USLOWIE 1)
OPREDELENIQ 2.1. eSLI WEKTOR UMNOVITX NA ^ISLO, POLU^ITSQ WEKTOR, KOLLINEARNYJ ISHODNOMU
(RIS. 2.1, B). |TO DOKAZYWAET WYPOLNENIE USLOWIQ 2) OPREDELENIQ 2.1. sLU^AJ B) OBOSNOWYWAETSQ
ANALOGI^NO.

ab a+b
A

a a
B

rIS. 2.1

lINEJNOE PROSTRANSTWO V3 DAET NAGLQDNOE PREDSTAWLENIE O TOM, ^TO TAKOE LINEJNOE POD-
PROSTRANSTWO. dEJSTWITELXNO, FIKSIRUEM NEKOTORU@ TO^KU W PROSTRANSTWE. tOGDA RAZLI^NYM
PLOSKOSTQM I RAZLI^NYM PRQMYM, PROHODQ]IM ^EREZ \TU TO^KU, BUDUT SOOTWETSTWOWATX RAZLI^-
NYE LINEJNYE PODPROSTRANSTWA IZ V3 (RIS. 2.2).

nE STOLX O^EWIDNO, ^TO W V3 NET DRUGIH SOBSTWENNYH PODPRO-

3

rIS. 2.2

STRANSTW. eSLI W LINEJNOM PODPROSTRANSTWEH W V3 NET NENULEWYH

WEKTOROW, TO H — NULEWOE LINEJNOE PODPROSTRANSTWO, QWLQ@]EE-
SQ NESOBSTWENNYM. eSLI W H ESTX NENULEWOJ WEKTOR, A L@BYE DWA
WEKTORA IZ H KOLLINEARNY, TO WSE WEKTORY \TOGO LINEJNOGO POD-
PROSTRANSTWA PARALLELXNY NEKOTOROJ PRQMOJ, PROHODQ]EJ ^EREZ
FIKSIROWANNU@ TO^KU. qSNO, ^TO H SOWPADAET S ODNIM IZ LINEJ-
NYH PODPROSTRANSTW, OPISANNYH W SLU^AE B). eSLI W H ESTX DWA

NEKOLLINEARNYH WEKTORA, A L@BYE TRI WEKTORA KOMPLANARNY, TO
WSE WEKTORY TAKOGO LINEJNOGO PODPROSTRANSTWA PARALLELXNY NE-

KOTOROJ PLOSKOSTI, PROHODQ]EJ ^EREZ FIKSIROWANNU@ TO^KU. |TO SLU^AJ A). pUSTX W LINEJNOM
PODPROSTRANSTWE H SU]ESTWU@T TRI NEKOMPLANARNYH WEKTORA. tOGDA ONI OBRAZU@T BAZIS W V3.
l@BOJ SWOBODNYJ WEKTOR MOVNO PREDSTAWITX W WIDE LINEJNOJ KOMBINACII \TIH WEKTOROW. zNA-
^IT, WSE SWOBODNYE WEKTORY POPADA@T W LINEJNOE PODPROSTRANSTWO H, I PO\TOMU ONO SOWPADAET
S V3. w \TOM SLU^AE MY POLU^AEM NESOBSTWENNOE LINEJNOE PODPROSTRANSTWO.
iTAK, W V3 WSE SOBSTWENNYE PODPROSTRANSTWA MOVNO PREDSTAWITX W WIDE PLOSKOSTEJ ILI

PRQMYH, PROHODQ]IH ^EREZ FIKSIROWANNU@ TO^KU.

pRIMER 2.2. l@BOE RE[ENIE ODNORODNOJ SISTEMY LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ

(slau) OT n PEREMENNYH MOVNO RASSMATRIWATX KAK WEKTOR W LINEJNOM ARIFMETI^ESKOM PRO-
STRANSTWE Rn. mNOVESTWO WSEH TAKIH WEKTOROW QWLQETSQ LINEJNYM PODPROSTRANSTWOM W Rn.
w SAMOM DELE, RE[ENIQ ODNORODNOJ slau MOVNO POKOMPONENTNO SKLADYWATX I UMNOVATX NA

DEJSTWITELXNYE ^ISLA, T.E. PO PRAWILAM SLOVENIQ WEKTOROW IZ Rn. rEZULXTAT OPERACII SNOWA
BUDET RE[ENIEM ODNORODNOJ slau. zNA^IT, OBA USLOWIQ OPREDELENIQ LINEJNOGO PODPROSTRAN-
STWA WYPOLNENY.
uRAWNENIE x + y � 5z = 0 IMEET MNOVESTWO RE[ENIJ, KOTOROE QWLQETSQ LINEJNYM POD-

PROSTRANSTWOM W R3. nO \TO VE URAWNENIE MOVNO RASSMATRIWATX KAK URAWNENIE PLOSKOSTI W
NEKOTOROJ PRQMOUGOLXNOJ SISTEME KOORDINAT Oxyz. pLOSKOSTX PROHODIT ^EREZ NA^ALO KOORDI-
NAT, A RADIUS-WEKTORY WSEH TO^EK PLOSKOSTI OBRAZU@T DWUMERNOE PODPROSTRANSTWO W LINEJNOM
PROSTRANSTWE V3.
mNOVESTWO RE[ENIJ ODNORODNOJ slau

⇢
x + y � 5z = 0,
�x + y = 0

TAKVE OBRAZUET LINEJNOE PODPROSTRANSTWO W R3. w TO VE WREMQ \TU SISTEMU MOVNO RASSMA-
TRIWATX KAK OB]IE URAWNENIQ PRQMOJ W PROSTRANSTWE, ZADANNYE W NEKOTOROJ PRQMOUGOLXNOJ
SISTEME KOORDINAT Oxyz. |TA PRQMAQ PROHODIT ^EREZ NA^ALO KOORDINAT, A MNOVESTWO RADIUS-
WEKTOROW WSEH EE TO^EK OBRAZUET ODNOMERNOE PODPROSTRANSTWO W V3.
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pRIMER 2.3. w LINEJNOM PROSTRANSTWEMn(R) KWADRATNYH MATRIC PORQDKA n LINEJNOE POD-
PROSTRANSTWO OBRAZU@T: A) WSE SIMMETRI^ESKIE MATRICY; B) WSE KOSOSIMMETRI^ESKIE MATRICY;
W) WSE WERHNIE (NIVNIE) TREUGOLXNYE MATRICY. pRI SLOVENII TAKIH MATRIC ILI UMNOVENII NA
^ISLO MY POLU^AEM MATRICU TOGO VE WIDA. nAPROTIW, PODMNOVESTWO WYROVDENNYH MATRIC NE
QWLQETSQ LINEJNYM PODPROSTRANSTWOM, TAK KAK SUMMA DWUH WYROVDENNYH MATRIC MOVET BYTX
NEWYROVDENNOJ MATRICEJ: ✓

1 0
0 0

◆
+

✓
0 0
0 1

◆
=

✓
1 0
0 1

◆
.

pRIMER 2.4. w LINEJNOM PROSTRANSTWE C[0, 1] FUNKCIJ, NEPRERYWNYH NA OTREZKE [0, 1],
MOVNO WYDELITX SLEDU@]IE LINEJNYE PODPROSTRANSTWA: A) MNOVESTWO FUNKCIJ, NEPRERYWNYH
NA OTREZKE [0, 1] I NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMYH W INTERWALE (0, 1) (W OSNOWE \TOGO UTWER-
VDENIQ LEVAT SWOJSTWA DIFFERENCIRUEMYH FUNKCIJ: SUMMA DIFFERENCIRUEMYH FUNKCIJ ESTX
DIFFERENCIRUEMAQ FUNKCIQ, PROIZWEDENIE DIFFERENCIRUEMOJ FUNKCII NA ^ISLO ESTX DIFFE-
RENCIRUEMAQ FUNKCIQ); B) MNOVESTWO WSEH MNOGO^LENOW; W) MNOVESTWO Kn[x] WSEH MNOGO^LENOW
STEPENI NE WY[E n. nAPROTIW, MNOVESTWO WSEH MONOTONNYH FUNKCIJ, NEPRERYWNYH NA OTREZKE
[0, 1], O^EWIDNO, QWLQETSQ PODMNOVESTWOM C[0, 1], NO NE QWLQETSQ LINEJNYM PODPROSTRANSTWOM,
TAK KAK SUMMA DWUH MONOTONNYH FUNKCIJ MOVET I NE BYTX MONOTONNOJ FUNKCIEJ. #

pUSTX W LINEJNOM PROSTRANSTWE L ZADANA SISTEMA WEKTOROW e1, e2, . . . , ek. rASSMOTRIM
MNOVESTWO H WSEH WEKTOROW W L, KOTORYE MOGUT BYTX PREDSTAWLENY LINEJNOJ KOMBINACIEJ \TIH
WEKTOROW. |TO MNOVESTWO QWLQETSQ LINEJNYM PODPROSTRANSTWOM W L. dEJSTWITELXNO, PUSTX

x = x1e1 + . . . + xkek, y = y1e1 + . . . + ykek.

tOGDA

x + y = (x1 + y1)e1 + . . . + (xk + yk)ek 2 H,

�x = (�x1)e1 + . . . + (�xk)ek 2 H,

GDE � 2 R. oPISANNOE LINEJNOE PODPROSTRANSTWO NAZYWA@T LINEJNOJ OBOLO^KOJ SISTEMY
WEKTOROW e1, e2, . . . , ek I OBOZNA^A@T span{e1, e2, . . . , ek}.
pRIME^ATELXNO TO, ^TO L@BOE SOBSTWENNOE LINEJNOE PODPROSTRANSTWO MOVNO PREDSTAWITX

KAK LINEJNU@ OBOLO^KU NEKOTOROJ SISTEMY EGO WEKTOROW (\TO BUDET QSNO IZ DALXNEJ[EGO IZLO-
VENIQ). w \TOM SOSTOIT UNIWERSALXNYJ SPOSOB OPISANIQ LINEJNYH PODPROSTRANSTW. oTMETIM,
^TO SAMO LINEJNOE PROSTRANSTWO QWLQETSQ LINEJNOJ OBOLO^KOJ L@BOGO IZ SWOIH BAZISOW.

pRIMER 2.5. rASSMOTRIM PLOSKOSTX ⇡, PROHODQ]U@ ^EREZ TRI PROIZWOLXNYE TO^KI O, A,
B, NE LEVA]IE NA ODNOJ PRQMOJ. tOGDA LINEJNOE PODPROSTRAN-
STWO WEKTOROW, KOMPLANARNYH PLOSKOSTI ⇡, PREDSTAWLQET SOBOJ
LINEJNU@ OBOLO^KU DWUH SWOBODNYH WEKTOROW, SOOTWETSTWU@]IH
GEOMETRI^ESKIM WEKTORAM

�!
OA I

��!
OB (RIS. 2.3). dEJSTWITELXNO,O

A
Bº

rIS. 2.3 L@BOJ WEKTOR, KOMPLANARNYJ WEKTORAM
�!
OA I

��!
OB, PREDSTAWLQET-

SQ W WIDE IH LINEJNOJ KOMBINACII.

2.2. rANG SISTEMY WEKTOROW

oPREDELENIE 2.2. rANGOM SISTEMY WEKTOROW W LINEJNOM PROSTRANSTWE NAZYWA@T
RAZMERNOSTX LINEJNOJ OBOLO^KI \TOJ SISTEMY WEKTOROW.

tEOREMA 2.1. rANG SISTEMY WEKTOROW a = (a1, a2, . . . , ak) LINEJNOGO PROSTRANSTWA L

RAWEN:

A) MAKSIMALXNOMU KOLI^ESTWU LINEJNO NEZAWISIMYH WEKTOROW W SISTEME a;
B) RANGU MATRICY, SOSTAWLENNOJ PO STOLBCAM IZ KOORDINAT WEKTOROW a1, a2, . . . , ak W KAKOM-

LIBO BAZISE LINEJNOGO PROSTRANSTWA L.
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J pUSTX g — NEKOTORYJ BAZIS W L. sOSTAWIM PO STOLBCAM MATRICU A IZ KOORDINAT W BAZISE

g WEKTOROW ai, i = 1, k. lINEJNYE OPERACII NAD WEKTORAMI ai SOOTWETSTWU@T TAKIM VE LI-
NEJNYM OPERACIQM NAD STOLBCAMI IH KOORDINAT. pO\TOMU, SOGLASNO SLEDSTWI@ 1.1, WEKTORY
LINEJNO NEZAWISIMY TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA STOLBCY IH KOORDINAT LINEJNO NEZAWISIMY.
pO TEOREME O BAZISNOM MINORE RANG MATRICY A RAWEN MAKSIMALXNOMU KOLI^ESTWU EE LINEJ-
NO NEZAWISIMYH STOLBCOW. |TO SOWPADAET S MAKSIMALXNYM KOLI^ESTWOM LINEJNO NEZAWISIMYH
WEKTOROW W SISTEME a. sLEDOWATELXNO, UTWERVDENIQ A) I B) TEOREMY \KWIWALENTNY.
wYBEREM W MATRICE A KAKOJ-LIBO BAZISNYJ MINOR I ZAFIKSIRUEM STOLBCY \TOGO MINORA

(BAZISNYE STOLBCY). sOOTWETSTWU@]IE IM WEKTORY BUDEM NAZYWATX BAZISNYMI. pO TEOREME O
BAZISNOM MINORE, WO-PERWYH, BAZISNYE STOLBCY LINEJNO NEZAWISIMY I PO\TOMU BAZISNYE WEK-
TORY OBRAZU@T LINEJNO NEZAWISIMU@ SISTEMU, A WO-WTORYH, WSE OSTALXNYE STOLBCY MATRICY
QWLQ@TSQ LINEJNYMI KOMBINACIQMI BAZISNYH I PO\TOMU NEBAZISNYE WEKTORY SISTEMY WYRAVA-
@TSQ ^EREZ BAZISNYE. sLEDOWATELXNO, L@BAQ LINEJNAQ KOMBINACIQ WEKTOROW SISTEMY a SWODITSQ
K LINEJNOJ KOMBINACII SISTEMY BAZISNYH WEKTOROW, T.E. L@BOJ WEKTOR LINEJNOJ OBOLO^KI SI-
STEMY WEKTOROW a WYRAVAETSQ ^EREZ BAZISNYE WEKTORY. zNA^IT, BAZISNYE WEKTORY OBRAZU@T
BAZIS LINEJNOJ OBOLO^KI. kOLI^ESTWO BAZISNYH WEKTOROW, S ODNOJ STORONY, RAWNO KOLI^ESTWU
BAZISNYH STOLBCOW, T.E. RANGU MATRICY A, A S DRUGOJ — SOWPADAET S RAZMERNOSTX@ LINEJNOJ

OBOLO^KI, T.E. S RANGOM SISTEMY WEKTOROW a. I

zAME^ANIE 2.1. kAK SLEDUET IZ PRIWEDENNOGO DOKAZATELXSTWA, STOLBCY L@BOGO BAZISNOGO
MINORA MATRICY A OTWE^A@T NABORU WEKTOROW SISTEMY a, QWLQ@]EMUSQ BAZISOM W span{a} —
LINEJNOM PODPROSTRANSTWE, POROVDENNOM \TOJ SISTEMOJ WEKTOROW.

pRIMER 2.6. pUSTX DANY WEKTORY a1, a2, a3, a4 W ^ETYREHMERNOM LINEJNOM PROSTRANSTWE

L, IME@]IE W NEKOTOROM BAZISE STOLBCY KOORDINAT a1 = (1 2 0 6)
T
, a2 = (2 0 3 1)

T
, a3 =

= (3 2 3 7)
T
, a4 = (7 2 9 9)

T
. sOOTWETSTWU@]AQ MATRICA A IMEET WID

0

BB@

1 2 3 7
2 0 2 2
0 3 3 9
6 1 7 9

1

CCA .

wY^ISLIW RANG MATRICY, UBEVDAEMSQ, ^TO ON RAWEN 2. tAKIM OBRAZOM, RANG SISTEMY WEKTOROW
RAWEN 2. lEGKO PROWERITX, ^TO L@BOJ MINOR WTOROGO PORQDKA QWLQETSQ BAZISNYM. pO\TOMU BA-
ZISOM LINEJNOJ OBOLO^KI \TOJ SISTEMY WEKTOROW BUDUT L@BYE DWA WEKTORA SISTEMY. nAPRIMER,
BAZISOM QWLQETSQ PARA WEKTOROW a1, a2. pO \TOMU BAZISU MOVNO RAZLOVITX, NAPRIMER, OSTALX-
NYE WEKTORY SISTEMY. ~TOBY NAJTI RAZLOVENIE WEKTORA a3 PO BAZISU, DOSTATO^NO RE[ITX
SISTEMU LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ

x1a1 + x2a2 = a3,

KOTORAQ W KOORDINATNOJ FORME IMEET WID

8
>><

>>:

x1 + 2x2 = 3,
2x1 = 2,

3x2 = 3,
6x1 + x2 = 7.

iZ ^ETYREH URAWNENIJ MOVNO OSTAWITX L@BYE DWA. iSPOLXZUQ WTOROE I TRETXE URAWNENIQ,
NAHODIM x1 = 1, x2 = 1 I, SLEDOWATELXNO, a3 = a1 + a2. aNALOGI^NO NAHODIM I RAZLOVENIE
WEKTORA a4: a4 = a1 + 3a2.
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2.3. lINEJNYE OBOLO^KI I SISTEMY URAWNENIJ

pUSTX L — n-MERNOE LINEJNOE PROSTRANSTWO, W KOTOROM FIKSIROWAN NEKOTORYJ BAZIS e =
= (e1, a2, . . . , en) I WYBRANY WEKTORY a1, . . . , ak, b. zAPI[EM RAZLOVENIE WYBRANNYH WEKTO-
ROW PO BAZISU e:

aj = eaj, j = 1, k, b = eb,

GDE aj = (a1j . . . anj)
T
, j = 1, k, b = (b1 . . . bn)

T
— STOLBCY KOORDINAT SOOTWETSTWU@]IH

WEKTOROW. pUSTX A — MATRICA TIPA n⇥k, SOSTAWLENNAQ IZ KOORDINATNYH STOLBCOW WEKTOROW
a1, . . . , ak, A (A | b) — MATRICA, POLU^ENNAQ IZ MATRICY A DOBAWLENIEM SPRAWA E]E ODNOGO

STOLBCA b.
dLQ WEKTORA b WOZMOVNY DWA SLU^AQ:

1) WEKTOR b PRINADLEVIT LINEJNOJ OBOLO^KE span{a1, . . . ,ak};
2) WEKTOR b NE PRINADLEVIT span{a1, . . . ,ak}.

w PERWOM SLU^AE DOBAWLENIE K SISTEME WEKTOROW a1, . . . , ak WEKTORA b NE PRIWODIT K RAS-
[IRENI@ LINEJNOJ OBOLO^KI SISTEMY I, SLEDOWATELXNO,

dim span{a1, . . . ,ak} = dim span{a1, . . . ,ak, b} .

pO TEOREME 2.1 ZAKL@^AEM, ^TO Rg A = Rg(A | b).
wO WTOROM SLU^AE, NAOBOROT, DOBAWLENIE WEKTORA b K SISTEME WEKTOROW a1, . . . , ak PRIWODIT

K RAS[IRENI@ LINEJNOJ OBOLO^KI, PRI^EM

dim span{a1, . . . ,ak, b} = dim span{a1, . . . ,ak} + 1,

POSKOLXKU BAZIS PODPROSTRANSTWA span{a1, . . . ,ak, b} MOVNO POLU^ITX, DOBAWIW WEKTOR b K PRO-
IZWOLXNOMU BAZISU PODPROSTRANSTWA span{a1, . . . ,ak}. sLEDOWATELXNO, Rg(A | b) = Rg A + 1.
wYQSNIM TEPERX, ^TO OZNA^A@T \TI DWA SLU^AQ «NA KOORDINATNOM UROWNE». w PERWOM SLU^AE

USLOWIE b 2 span{a1, . . . ,ak} OZNA^AET SU]ESTWOWANIE RAZLOVENIQ

x1a1 + . . . + xkak = b (2.1)

S NEKOTORYMI DEJSTWITELXNYMI KO\FFICIENTAMI x1, . . . , xk. zAPISYWAQ \TO WEKTORNOE RAWEN-
STWO W KOORDINATNOJ FORME, POLU^AEM SISTEMU LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ (slau)

8
>><

>>:

a11x1 + a12x2 + . . . + a1kxk = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2kxk = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . . + ankxk = bn

(2.2)

OTNOSITELXNO PEREMENNYH x = (x1 . . . xk)
T
, KOTORAQ W MATRI^NOJ FORME IMEET WID Ax = b.

sU]ESTWOWANIE RAZLOVENIQ (2.1) OZNA^AET, ^TO POLU^ENNAQ SISTEMA IMEET RE[ENIE. wO WTOROM
SLU^AE PREDSTAWLENIE (2.1) NEWOZMOVNO, T.E. SISTEMA (2.2) NE IMEET RE[ENIJ.
iTAK, SLEDU@]IE ^ETYRE UTWERVDENIQ \KWIWALENTNY MEVDU SOBOJ:

– b 2 span{a1, . . . ,ak};
– dim span{a1, . . . ,ak, b} = dim span{a1, . . . ,ak};
– Rg(A | b) = Rg A;
– SISTEMA Ax = b IZ n LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ OTNOSITELXNO k NEIZWESTNYH

SOWMESTNA.

|KWIWALENTNOSTX POSLEDNIH DWUH UTWERVDENIJ SOSTAWLQET SODERVANIE TEOREMY kRONEKE-
RA — kAPELLI, KOTORAQ WERNA DLQ PROIZWOLXNYH slau. oTMETIM, ^TO L@BAQ SISTEMA IZ n

LINEJNYH ALGEBRAI^ESKIH URAWNENIJ OTNOSITELXNO k NEIZWESTNYH MOVET BYTX POLU^ENA KAK
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REZULXTAT PROWEDENNYH RASSUVDENIJ. dLQ \TOGO DOSTATO^NO W KA^ESTWE WEKTOROW a1, . . . , ak

RASSMOTRETX STOLBCY KO\FFICIENTOW PRI NEIZWESTNYH, A W KA^ESTWE WEKTORA b — STOLBEC SWO-
BODNYH ^LENOW. wSE \TI STOLBCY MOGUT RASSMATRIWATXSQ KAK n-MERNYE WEKTORY W LINEJNOM

ARIFMETI^ESKOM PROSTRANSTWE Rn.
tAKIM OBRAZOM, TEOREMU kRONEKERA— kAPELLI MOVNO PEREFORMULIROWATX SLEDU@]IM OBRA-

ZOM: DLQ TOGO ^TOBY LINEJNAQ OBOLO^KA SISTEMY WEKTOROW a1, . . . , ak SOWPADALA S LINEJNOJ

OBOLO^KOJ RAS[IRENNOJ SISTEMY a1, . . . , ak, b, NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY BYLI RAWNY
RAZMERNOSTI \TIH LINEJNYH OBOLO^EK.
pREDPOLOVIM, ^TO KWADRATNAQ slau Ax = b IMEET RE[ENIE PRI L@BOM STOLBCE b PRAWYH

^ASTEJ. rASSMATRIWAQ STOLBCY MATRICY A I STOLBEC b KAK \LEMENTY a1, . . . , an, b n-MERNOGO
LINEJNOGO ARIFMETI^ESKOGO PROSTRANSTWA I ZAPISYWAQ slau W WEKTORNOJ FORME

x1a1 + x2a2 + . . . + xnan = b,

ZAKL@^AEM, ^TO LINEJNAQ OBOLO^KA SISTEMY WEKTOROW a1, . . . , an SOWPADAET SO WSEM LINEJNYM

PROSTRANSTWOM Rn. iZ \TOGO SLEDUET, ^TO RANG \TOJ SISTEMY WEKTOROW RAWEN RAZMERNOSTI LI-
NEJNOGO PROSTRANSTWA n, A TAK KAK W SISTEME ROWNO n WEKTOROW, TO ONA, SOGLASNO TEOREME 2.1,
LINEJNO NEZAWISIMA. dRUGIMI SLOWAMI, STOLBCY MATRICY A LINEJNO NEZAWISIMY, A MATRICA
A QWLQETSQ NEWYROVDENNOJ (TEOREMA O BAZISNOM MINORE).
tAKIM OBRAZOM, ESLI KWADRATNAQ slau Ax = b IMEET RE[ENIE PRI L@BOJ PRAWOJ ^ASTI, TO

MATRICA A SISTEMY NEWYROVDENA, A RE[ENIE SISTEMY PRI L@BOJ PRAWOJ ^ASTI EDINSTWENNO.

2.4. oPREDELENIE EWKLIDOWA PROSTRANSTWA

w LINEJNOM PROSTRANSTWE SWOBODNYH WEKTOROW V3 KROME LINEJNYH OPERACIJ RASSMATRIWA-
LISX I DRUGIE. bYLI WWEDENY DWE OPERACII UMNOVENIQ WEKTOROW (SKALQRNOE I WEKTORNOE), DLQ
WEKTORA ISPOLXZOWALASX TAKAQ ESTESTWENNAQ HARAKTERISTIKA, KAK DLINA (MODULX). wZAIMNOE

RASPOLOVENIE WEKTOROW MOVNO BYLO OCENIWATX S POMO]X@ UGLA MEVDU NIMI.
pONQTIE SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ WWODILOSX ISHODQ IZ GEOMETRI^ESKIH SWOJSTW SWOBODNYH

WEKTOROW (DLINY I UGLA MEVDU WEKTORAMI). w PROIZWOLXNOM LINEJNOM PROSTRANSTWE \TIH

SWOJSTW POKA NET, I PO\TOMU MY NE MOVEM WWESTI SKALQRNOE PROIZWEDENIE ANALOGI^NYM SPOSO-
BOM. oDNAKO TAKOE PROIZWEDENIE MOVNO OPREDELITX ISHODQ IZ ALGEBRAI^ESKIH SWOJSTW, KOTORYE
BYLI USTANOWLENY DLQ PROSTRANSTWA V3.

oPREDELENIE 2.3. lINEJNOE PROSTRANSTWO E NAZYWA@T EWKLIDOWYM PROSTRANSTWOM,
ESLI W \TOM PROSTRANSTWE ZADANO SKALQRNOE UMNOVENIE, T.E. ZAKON ILI PRAWILO, SOGLASNO
KOTOROMU KAVDOJ PARE WEKTOROW x, y 2 E POSTAWLENO W SOOTWETSTWIE DEJSTWITELXNOE ^ISLO

(x, y), NAZYWAEMOE SKALQRNYM PROIZWEDENIEM. pRI \TOM WYPOLNQ@TSQ SLEDU@]IE AKSIO-
MY SKALQRNOGO UMNOVENIQ:

A) (x, y) = (y, x);
B) (x + y, z) = (x, z) + (y, z);
W) (�x, y) = � (x, y), � 2 R;
G) (x, x) > 0, PRI^EM (x, x) = 0 LI[X W SLU^AE, KOGDA x = 0.

sKALQRNOE PROIZWEDENIE ^ASTO OBOZNA^A@T TAK VE, KAK I PROIZWEDENIE ^ISEL, T.E. WMESTO
(x, y) PI[UT xy. sKALQRNOE PROIZWEDENIE WEKTORA NA SEBQ NAZYWA@T SKALQRNYM KWADRATOM
(PO ANALOGII S KWADRATOM ^ISLA).

pRIMER 2.7. w LINEJNOM PROSTRANSTWE V3 BYLO WWEDENO SKALQRNOE UMNOVENIE SOGLASNO

PRAWILU

(x, y) = |x| · |y| cos(dx, y),

GDE dx, y — UGOL MEVDU WEKTORAMI x I y, A |x|, |y| — IH DLINY. |TO UMNOVENIE UDOWLETWO-
RQET PRIWEDENNYM AKSIOMAM SKALQRNOGO UMNOVENIQ I, SLEDOWATELXNO, POLNOSTX@ SOGLASUETSQ S
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OPREDELENIEM 2.3. tAKIM OBRAZOM, LINEJNOE PROSTRANSTWO V3 OTNOSITELXNO UKAZANNOJ OPERACII

QWLQETSQ EWKLIDOWYM PROSTRANSTWOM.

pRIMER 2.8. w LINEJNOM ARIFMETI^ESKOM PROSTRANSTWE Rn FORMULA

(x, y) = x1y1 + . . . + xnyn

WWODIT SKALQRNOE UMNOVENIE, POSKOLXKU WYPOLNQ@TSQ AKSIOMY SKALQRNOGO UMNOVENIQ. uKA-
ZANNOE SKALQRNOE UMNOVENIE WEKTOROW IZ Rn INOGDA NAZYWA@T STANDARTNYM, A SAMO Rn —
EWKLIDOWYM ARIFMETI^ESKIM PROSTRANSTWOM.

pRIMER 2.9. w PROIZWOLXNOM n-MERNOM LINEJNOM PROSTRANSTWE L WSEGDA MOVNO WWESTI

SKALQRNOE PROIZWEDENIE, PRI^EM RAZLI^NYMI SPOSOBAMI. wYBEREM W \TOM PROSTRANSTWE NEKO-
TORYJ BAZIS e1, . . . , en. dLQ PROIZWOLXNYH WEKTOROW x = x1e1 + . . .+xnen I y = y1e1 + . . .+ynen

POLOVIM

(x, y) = x1y1 + . . . + xnyn.

nETRUDNO UBEDITXSQ, ^TO AKSIOMY SKALQRNOGO UMNOVENIQ WYPOLNQ@TSQ, T.E. n-MERNOE LINEJNOE
PROSTRANSTWO STANOWITSQ EWKLIDOWYM. oTMETIM, ^TO RAZNYM BAZISAM BUDUT SOOTWETSTWOWATX,
WOOB]E GOWORQ, RAZNYE OPERACII SKALQRNOGO UMNOVENIQ.
zADANIE SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ ^EREZ KOORDINATY WEKTOROW W NEKOTOROM BAZISE MOV-

NO RASSMATRIWATX KAK OBOB]ENIE STANDARTNOGO SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ W Rn: KOMPONENTY
x1, x2, . . . , xn WEKTORA (x1, x2, . . . , xn) 2 Rn QWLQ@TSQ KOORDINATAMI \TOGO WEKTORA OTNOSITELX-
NO STANDARTNOGO BAZISA W LINEJNOM ARIFMETI^ESKOM PROSTRANSTWE.

pRIMER 2.10. lINEJNOE PROSTRANSTWO C[0, 1] WSEH FUNKCIJ, NEPRERYWNYH NA OTREZKE [0, 1],
TOVE STANOWITSQ EWKLIDOWYM, ESLI W NEM WWESTI SKALQRNOE UMNOVENIE

(f, g) =

1Z

0

f(x)g(x) dx.

uBEDIMSQ, ISPOLXZUQ SWOJSTWA OPREDELENNOGO INTEGRALA, ^TO \TA OPERACIQ — DEJSTWITELXNO

SKALQRNOE UMNOVENIE.
aKSIOMA A):

(f, g) =

1Z

0

f(x)g(x) dx =

1Z

0

g(x)f(x) dx = (g, f) .

aKSIOMA B):

(f1 + f2, g) =

1Z

0

�
f1(x) + f2(x)

�
g(x) dx =

1Z

0

f1(x)g(x) dx +

1Z

0

f2(x)g(x) dx = (f1, g) + (f2, g) .

aKSIOMA W):

(�f, g) =

1Z

0

�
�f(x)

�
g(x) dx = �

1Z

0

f(x)g(x) dx = � (f, g) .

aKSIOMA G):

(f, f) =

1Z

0

f(x)f(x) dx =

1Z

0

f
2(x) dx > 0.

iZ SWOJSTW NEPRERYWNYH FUNKCIJ SLEDUET, ^TO POSLEDNEE NERAWENSTWO PREWRA]AETSQ W RAWEN-
STWO TOLXKO W SLU^AE, KOGDA f(x) ⌘ 0. #
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nEPOSREDSTWENNO IZ AKSIOM SKALQRNOGO UMNOVENIQ SLEDUET RQD EGO PROSTEJ[IH SWOJSTW.
dALEE x, y, z — PROIZWOLXNYE WEKTORY EWKLIDOWA PROSTRANSTWA, A � — DEJSTWITELXNOE ^ISLO.

sWOJSTWO 2.1. (x, �y) = � (x, y).

J |TO SWOJSTWO ANALOGI^NO AKSIOME W) SKALQRNOGO UMNOVENIQ I WYTEKAET IZ RAWENSTW

(x, �y) = (�y, x) = � (y, x) = � (x, y) ,

KOTORYE WYPOLNENY W SILU \TOJ AKSIOMY I KOMMUTATIWNOSTI SKALQRNOGO UMNOVENIQ (AKSIO-
MA A)). I

sWOJSTWO 2.2. (x, y + z) = (x, y) + (x, z).

J |TO SWOJSTWO ANALOGI^NO AKSIOME B) I SLEDUET IZ RAWENSTW

(x, y + z) = (y + z, x) = (y, x) + (z, x) = (x, y) + (x, z) ,

KOTORYE WYPOLNENY W SILU \TOJ AKSIOMY I KOMMUTATIWNOSTI SKALQRNOGO UMNOVENIQ. I

sWOJSTWO 2.3. (x, 0) = 0.

J uTWERVDENIE SLEDUET IZ SWOJSTWA 2.1:

(x, 0) = (x, 0 · 0) = 0 (x, 0) = 0. I

sWOJSTWO 2.4.
⇣ mP

k=1
↵kxk, y

⌘
=

mP
k=1

↵k (xk, y), GDE ↵k 2 R, k = 1, m.

J uTWERVDENIE QWLQETSQ OBOB]ENIEM AKSIOM B) I W) I WYRAVAET SOBOJ MNOGOKRATNOE PRIMENE-
NIE \TIH AKSIOM. dOKAZATELXSTWO BAZIRUETSQ NA METODE MATEMATI^ESKOJ INDUKCII, KOTORYJ
PROWODITSQ PO KOLI^ESTWU m SLAGAEMYH W FORMULE. pRI m = 1 FORMULA SOWPADAET S AKSIOMOJ
W) SKALQRNOGO UMNOVENIQ. pUSTX FORMULA WERNA DLQ NEKOTOROGO ZNA^ENIQ m. tOGDA

⇣m+1X

k=1

↵kxk, y

⌘
=

⇣ mX

k=1

↵kxk + ↵m+1xm+1, y

⌘
= AKSIOMA B) =

=
⇣ mX

k=1

↵kxk, y

⌘
+ (↵m+1xm+1, y) =

PREDPOLOVENIE
MATEMATI^ESKOJ
INDUKCII

=
mX

k=1

↵k (xk, y) + (↵m+1xm+1, y) =

= AKSIOMA W) =
mX

k=1

↵k (xk, y) + ↵m+1 (xm+1, y) =
m+1X

k=1

↵k (xk, y) . I

sWOJSTWO 2.5. eSLI WEKTORY x I y EWKLIDOWA PROSTRANSTWA E TAKOWY, ^TO DLQ L@BOGO
z 2 E WYPOLNENO RAWENSTWO (x, z) = (y, z), TO \TI WEKTORY SOWPADA@T: x = y.

J |TO SWOJSTWO NE QWLQETSQ DOSTATO^NO O^EWIDNYM I INTUITIWNO PONQTNYM, NO IGRAET WAV-
NU@ ROLX W NEKOTORYH DOKAZATELXSTWAH. ~TOBY DOKAZATX \TO SWOJSTWO, PREOBRAZUEM RAWENSTWO
(x, z) = (y, z) W FORMU (x� y, z) = 0, WOSPOLXZOWAW[ISX AKSIOMOJ B). pOLU^ENNOE RAWENSTWO
WERNO DLQ L@BOGO WEKTORA z, W ^ASTNOSTI, ONO WERNO DLQ WEKTORA z = x�y: (x� y, x� y) = 0.
pOSLEDNEE VE RAWENSTWO, SOGLASNO AKSIOME G), MOVET WYPOLNQTXSQ TOLXKO W SLU^AE, KOGDA
x� y = 0. I
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2.5. nERAWENSTWO kO[I — bUNQKOWSKOGO

tEOREMA 2.2. dLQ L@BYH WEKTOROW x, y EWKLIDOWA PROSTRANSTWA E SPRAWEDLIWO NERA-
WENSTWO kO[I — bUNQKOWSKOGO

(x, y)2 6 (x, x) (y, y) . (2.3)

J pRI x = 0 OBE ^ASTI NERAWENSTWA (2.3) RAWNY NUL@ SOGLASNO SWOJSTWU 2.3, ZNA^IT, NERAWENSTWO
WYPOLNQETSQ. oTBRASYWAQ \TOT O^EWIDNYJ SLU^AJ, BUDEM S^ITATX, ^TO x 6= 0. dLQ L@BOGO

DEJSTWITELXNOGO ^ISLA �, W SILU AKSIOMY G), WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO

(�x� y, �x� y) > 0. (2.4)

pREOBRAZUEM LEWU@ ^ASTX NERAWENSTWA, ISPOLXZUQ AKSIOMY I SWOJSTWA SKALQRNOGO UMNOVENIQ:

(�x� y, �x� y) = � (x, �x� y)� (y, �x� y) = �
2 (x, x)� 2� (x, y) + (y, y) .

mY POLU^ILI KWADRATNYJ TREH^LEN OTNOSITELXNO PARAMETRA � (KO\FFICIENT (x, x) PRI �
2

SOGLASNO AKSIOME G) NENULEWOJ, TAK KAK x 6= 0), NEOTRICATELXNYJ PRI WSEH DEJSTWITELXNYH
ZNA^ENIQH PARAMETRA. sLEDOWATELXNO, EGO DISKRIMINANT RAWEN NUL@ ILI OTRICATELXNYJ, T.E.

(x, y)2
� (x, x) (y, y) 6 0. I

pRIMER 2.11. dOKAZATELXSTWO NERAWENSTWA kO[I — bUNQKOWSKOGO WYGLQDIT DOSTATO^NO

PROSTO. tEM NE MENEE \TO NERAWENSTWO O^ENX POLEZNOE. pRIMENQQ EGO W KONKRETNYH EWKLIDOWYH
PROSTRANSTWAH, MY POLU^AEM NEKOTORYE HORO[O IZWESTNYE W ANALIZE I ALGEBRE NERAWENSTWA.
w SLU^AE LINEJNOGO ARIFMETI^ESKOGO PROSTRANSTWA Rn NERAWENSTWO kO[I— bUNQKOWSKOGO

TRANSFORMIRUETSQ W NERAWENSTWO kO[I:

(a1b1 + . . . + anbn)2 6 (a2
1 + . . . + a

2
n)(b2

1 + . . . + b
2
n).

w EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE C[0, 1], SKALQRNOE PROIZWEDENIE W KOTOROM WYRAVAETSQ OPRE-
DELENNYM INTEGRALOM (SM. PRIMER 2.10), NERAWENSTWO kO[I — bUNQKOWSKOGO PREWRA]AETSQ W

NERAWENSTWO bUNQKOWSKOGO (NAZYWAEMOE TAKVE NERAWENSTWOM {WARCA):

✓ 1Z

0

f(x)g(x) dx

◆2

6
1Z

0

f
2(x) dx

1Z

0

g
2(x) dx.

nERAWENSTWO kO[I — bUNQKOWSKOGO POZWOLQET WWESTI PONQTIE UGLA MEVDU WEKTORAMI W

EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE, OBOB]A@]EE PONQTIE UGLA MEVDU SWOBODNYMI WEKTORAMI W PRO-
STRANSTWAH V2 I V3. oTMETIM, ^TO ESLI W PROSTRANSTWAH SWOBODNYH WEKTOROW OPREDELENIE
SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ BAZIRUETSQ NA PONQTII UGLA MEVDU WEKTORAMI, TO W PROIZWOLXNOM
EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE NAOBOROT, AKSIOMATI^ESKI ZADANNOE SKALQRNOE PROIZWEDENIE POZWOLQ-
ET OPREDELITX UGOL.

oPREDELENIE 2.4. uGLOM ' MEVDU NENULEWYMI WEKTORAMI x I y W EWKLIDOWOM PRO-
STRANSTWE E NAZYWA@T ZNA^ENIE ' NA OTREZKE OT 0 DO ⇡, OPREDELQEMOE RAWENSTWOM

cos ' =
(x, y)p

(x, x)
p

(y, y)
=

(x, y)

kxk kyk
, (2.5)

GDE kxk =
p

(x, x) I kyk =
p

(y, y).

sOGLASNO NERAWENSTWU kO[I — bUNQKOWSKOGO (2.3) PRAWAQ ^ASTX W (2.5) PO MODUL@ NE PRE-
WY[AET 1 I POTOMU QWLQETSQ KOSINUSOM NEKOTOROGO DEJSTWITELXNOGO ^ISLA. sLEDOWATELXNO,
UGOL ' OPREDELEN KORREKTNO DLQ L@BOJ PARY NENULEWYH WEKTOROW.
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rAWENSTWO (2.5) NE IMEET SMYSLA, ESLI ODIN IZ WEKTOROW NULEWOJ. w \TOM SLU^AE UGOL MEVDU
WEKTORAMI NE OPREDELEN, I MY BUDEM PRIPISYWATX EMU TO ZNA^ENIE, KOTOROE NAIBOLEE UDOBNO W
KONKRETNOJ SITUACII (TO VE SOGLA[ENIE DEJSTWUET I W PROSTRANSTWAH SWOBODNYH WEKTOROW).

pRIMER 2.12. w R4 SO STANDARTNYM SKALQRNYM UMNOVENIEM UGOL ' MEVDU WEKTORAMI

x = (1, 0, 1, 0) I y = (1, 1, 0, 0) RAWEN ⇡/3, POSKOLXKU W SOOTWETSTWII S (2.5)

cos ' =
1 · 1 + 0 · 1 + 1 · 0 + 0 · 0

p
12 + 02 + 12 + 02

p
12 + 12 + 02 + 02

=
1

2
.

aNALOGI^NO W EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE C[0, 1] (SM. PRIMER 2.10) UGOL ' MEVDU FUNKCIQMI

f(x) ⌘ 2 I g(x) = 2x� 1 RAWEN ⇡/2, TAK KAK

(f, g) =

1Z

0

f(x)g(x) dx =

1Z

0

2(2x� 1) dx = 2(x2
� x)

���
1

0
= 0

I W SOOTWETSTWII S (2.5) cos ' = 0.

2.6. nORMA WEKTORA

w LINEJNOM PROSTRANSTWE OBOB]ENIEM PONQTIQ DLINY SWOBODNOGO WEKTORA QWLQETSQ NOR-
MA. dLINU WEKTORA W LINEJNOM PROSTRANSTWE V3 ILI V2 MOVNO RASSMATRIWATX KAK FUNKCI@,
OPREDELENNU@ NA MNOVESTWE V3 (SOOTWETSTWENNO V2), KOTORAQ KAVDOMU WEKTORU STAWIT W SOOT-
WETSTWIE ^ISLO — EGO DLINU. |TA FUNKCIQ OBLADAET NEKOTORYMI HARAKTERNYMI SWOJSTWAMI,
KOTORYE I SLUVAT OSNOWOJ DLQ OPREDELENIQ NORMY W LINEJNOM PROSTRANSTWE. nORMU WEKTORA W
LINEJNOM PROSTRANSTWE INOGDA NAZYWA@T DLINOJ, IMEQ W WIDU SWQZX S ANALOGI^NYM TERMINOM
WEKTORNOJ ALGEBRY.

oPREDELENIE 2.5. fUNKCI@, ZADANNU@ NA LINEJNOM PROSTRANSTWE L, KOTORAQ KAVDOMU
WEKTORU x 2 L STAWIT W SOOTWETSTWIE DEJSTWITELXNOE ^ISLO kxk, NAZYWA@T NORMOJ, ESLI ONA
UDOWLETWORQET SLEDU@]IM AKSIOMAM NORMY:

A) kxk > 0, PRI^EM RAWENSTWO kxk = 0 WOZMOVNO TOLXKO PRI x = 0;
B) k�xk = |�| kxk, � 2 R;
W) kx + yk 6 kxk+ kyk (NERAWENSTWO TREUGOLXNIKA).

kAK UTWERVDAET SLEDU@]AQ TEOREMA, ISHODQ IZ SKALQRNOGO UMNOVENIQ W EWKLIDOWOM PRO-
STRANSTWE MOVNO ZADATX NORMU.

tEOREMA 2.3. wSQKOE SKALQRNOE UMNOVENIE W EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE OPREDELQET NORMU
SOGLASNO FORMULE

kxk =
p

(x, x). (2.6)

J oTMETIM, ^TO, SOGLASNO AKSIOME G) SKALQRNOGO UMNOVENIQ, (x, x) > 0 I, SLEDOWATELXNO,
FUNKCIQ, ZADANNAQ SOOTNO[ENIEM (2.6), OPREDELENA DLQ WSEH WEKTOROW x EWKLIDOWA PROSTRANSTWA.
pROWERIM WYPOLNENIE AKSIOM NORMY. aKSIOMA 1) NORMY NEMEDLENNO SLEDUET IZ AKSIOMY G)
SKALQRNOGO UMNOVENIQ (OPREDELENIE 2.3). aKSIOMA 2) NORMY WYTEKAET IZ AKSIOMY W) SKALQRNOGO
UMNOVENIQ I SWOJSTWA 2.1:

k�xk =
p

(�x, �x) =
p

�2 (x, x) =
p

�2
p

(x, x) = |�| kxk .

oSTAETSQ PROWERITX AKSIOMU 3) NORMY, DLQ ^EGO MY WOSPOLXZUEMSQ NERAWENSTWOM kO[I —
bUNQKOWSKOGO (2.3), KOTOROE MOVNO ZAPISATX W WIDE

(x, y) 6
p

(x, x)
p

(y, y)
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ILI, S U^ETOM (2.6),
(x, y) 6 kxk kyk .

iSPOLXZUQ \TO NERAWENSTWO, POLU^AEM

kx + yk2 = (x + y, x + y) = (x, x) + 2 (x, y) + (y, y) 6
6 (x, x) + 2 kxk kyk+ (y, y) = (kxk+ kyk)2

. I

2.7. oRTOGONALXNYE SISTEMY WEKTOROW

oPREDELENIE 2.6. dWA WEKTORA W EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE NAZYWA@T ORTOGONALXNY-
MI, ESLI IH SKALQRNOE PROIZWEDENIE RAWNO NUL@.

oRTOGONALXNOSTX WEKTOROW x I y BUDEM OBOZNA^ATX TAK: x ? y. oTMETIM, ^TO, SOGLASNO
SWOJSTWU 2.3 SKALQRNOGO UMNOVENIQ, NULEWOJ WEKTOR ORTOGONALEN L@BOMU DRUGOMU.
eWKLIDOWO PROSTRANSTWO — \TO, SOGLASNO OPREDELENI@ 2.3, ^ASTNYJ SLU^AJ LINEJNOGO PRO-

STRANSTWA, I PO\TOMU MOVNO GOWORITX O EGO LINEJNYH PODPROSTRANSTWAH W SMYSLE OPREDELENIQ
2.1. kAVDOE IZ TAKIH LINEJNYH PODPROSTRANSTW QWLQETSQ EWKLIDOWYM PROSTRANSTWOM OTNOSI-
TELXNO SKALQRNOGO UMNOVENIQ, ZADANNOGO W OB_EML@]EM EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE.
gOWORQT, ^TO WEKTOR x W EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE E ORTOGONALEN PODPROSTRANSTWU

H, I OBOZNA^A@T x ? H, ESLI ON ORTOGONALEN KAVDOMU WEKTORU \TOGO PODPROSTRANSTWA.
eSLI H = span{a1, . . . ,ak}, TO USLOWIE x ? H RAWNOSILXNO TOMU, ^TO WEKTOR x ORTOGONALEN

KAVDOMU WEKTORU a1, . . . , ak. dEJSTWITELXNO, ESLI x ORTOGONALEN H, TO, SOGLASNO OPREDELENI@,
ON ORTOGONALEN I KAVDOMU WEKTORU a1, . . . , ak. dOKAVEM PROTIWOPOLOVNOE UTWERVDENIE. pUSTX
x ? ai, i = 1, k, I y 2 H. tOGDA WEKTOR y QWLQETSQ LINEJNOJ KOMBINACIEJ WEKTOROW ai:

y = ↵1a1 + . . . + ↵kak,

I PO\TOMU, SOGLASNO SWOJSTWU 2.4,

(x, y) = ↵1 (x, a1) + . . . + ↵k (x, ak) = 0.

w ^ASTNOSTI, ESLI WEKTORY x I a ORTOGONALXNY, TO DLQ L@BOGO � 2 R WEKTORY x I �a TOVE

ORTOGONALXNY:
(x, �a) = � (x, a) = 0.

w PROSTRANSTWE V3 NENULEWYM ORTOGONALXNYM WEKTORAM x I y MOV-
NO SOPOSTAWITX KATETY PRQMOUGOLXNOGO TREUGOLXNIKA, PRI^EM TAK, ^TO IH
SUMME, POSTROENNOJ PO PRAWILU TREUGOLXNIKA, BUDET SOOTWETSTWOWATX GI-
POTENUZA \TOGO PRQMOUGOLXNOGO TREUGOLXNIKA (RIS. 2.4). pO ANALOGII S

rIS. 2.4

V3 MY NAZOWEM W EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE SUMMU x + y ORTOGONALXNYH

WEKTOROW x I y GIPOTENUZOJ TREUGOLXNIKA, POSTROENNOGO NA x I y. tO-
GDA NA PROIZWOLXNOE EWKLIDOWO PROSTRANSTWO RASPROSTRANQETSQ IZWESTNAQ

TEOREMA pIFAGORA.

tEOREMA 2.4. eSLI WEKTORY x I y IZ EWKLIDOWA PROSTRANSTWA ORTOGONALXNY, TO

kx + yk2 = kxk2 + kyk2
.

J zDESX POD NORMOJ MY, KAK OBY^NO, PONIMAEM EWKLIDOWU NORMU. wYRAZIM LEWU@ ^ASTX \TOGO
RAWENSTWA ^EREZ SKALQRNOE PROIZWEDENIE I WOSPOLXZUEMSQ USLOWIEM ORTOGONALXNOSTI (x, y) = 0:

kx + yk2 = (x + y, x + y) = (x, x) + 2 (x, y) + (y, y) = kxk2 + kyk2
. I
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oPREDELENIE 2.7. sISTEMU WEKTOROW EWKLIDOWA PROSTRANSTWA NAZYWA@T ORTOGONALX-
NOJ, ESLI L@BYE DWA WEKTORA IZ \TOJ SISTEMY ORTOGONALXNY.

sLEDU@]EE SWOJSTWO ORTOGONALXNOJ SISTEMY QWLQETSQ SAMYM WAVNYM.

tEOREMA 2.5. l@BAQ ORTOGONALXNAQ SISTEMA NENULEWYH WEKTOROW LINEJNO NEZAWISIMA.

J rASSMOTRIM PROIZWOLXNU@ ORTOGONALXNU@ SISTEMU NENULEWYH WEKTOROW e1, . . . , em. pREDPO-
LOVIM, ^TO DLQ NEKOTORYH DEJSTWITELXNYH KO\FFICIENTOW ↵1, . . . , ↵m WYPOLNQETSQ RAWENSTWO

↵1e1 + . . . + ↵mem = 0. (2.7)

uMNOVIM \TO RAWENSTWO SKALQRNO NA KAKOJ-LIBO WEKTOR ei:

(↵1e1 + . . . + ↵iei + . . . + ↵mem, ei) = (0, ei) .

w SILU SWOJSTWA 2.3 SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ PRAWAQ ^ASTX POLU^ENNOGO RAWENSTWA RAWNA NUL@,
I MY, PREOBRAZUQ LEWU@ ^ASTX W SOOTWETSTWII SO SWOJSTWOM 2.4, POLU^AEM

↵1 (e1, ei) + . . . + ↵i (ei, ei) + . . . + ↵m (e1, ei) = 0.

tAK KAK SISTEMA WEKTOROW ORTOGONALXNA, TO WSE SLAGAEMYE SLEWA, KROME ODNOGO, RAWNY NUL@,
T.E.

↵i (ei, ei) = 0. (2.8)

tAK KAK WEKTOR ei NENULEWOJ, TO (ei, ei) 6= 0 (AKSIOMA 4 SKALQRNOGO UMNOVENIQ). pO\TOMU IZ
(2.8) SLEDUET, ^TO ↵i = 0. iNDEKS i MOVNO BYLO WYBIRATX PROIZWOLXNO, TAK ^TO NA SAMOM DELE
WSE KO\FFICIENTY ↵i QWLQ@TSQ NULEWYMI. mY DOKAZALI, ^TO RAWENSTWO (2.7) WOZMOVNO LI[X
PRI NULEWYH KO\FFICIENTAH, A \TO, SOGLASNO OPREDELENI@ 1.2, OZNA^AET, ^TO SISTEMA WEKTOROW
e1, . . . , em LINEJNO NEZAWISIMA. I
pRIMER 2.13. w EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE C[0, ⇡] SISTEMA FUNKCIJ cos kx, k = 1, n, QWLQ-

ETSQ ORTOGONALXNOJ, POSKOLXKU

(cos kx, cos lx) =

⇡Z

0

cos kx cos lx dx = 0

PRI k, l = 1, n, k 6= l.

eWKLIDOWO PROSTRANSTWO QWLQETSQ LINEJNYM PROSTRANSTWOM. pO\TOMU PRAWOMERNO GOWO-
RITX O EGO RAZMERNOSTI I EGO BAZISAH. kAK I PROIZWOLXNYE LINEJNYE PROSTRANSTWA, EWKLIDOWY
PROSTRANSTWA MOVNO RAZDELITX NA BESKONE^NOMERNYE I KONE^NOMERNYE.
eSLI BAZIS EWKLIDOWA PROSTRANSTWA PREDSTAWLQET SOBOJ ORTOGONALXNU@ SISTEMU WEKTOROW,

TO \TOT BAZIS NAZYWA@T ORTOGONALXNYM. w SILU TEOREMY 2.5 L@BAQ ORTOGONALXNAQ SISTE-
MA NENULEWYH WEKTOROW LINEJNO NEZAWISIMA, I ESLI ONA W n-MERNOM EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE
SOSTOIT IZ n WEKTOROW, TO QWLQETSQ BAZISOM.
w LINEJNOM PROSTRANSTWE WSE BAZISY RAWNOPRAWNY. w EWKLIDOWOM VE PROSTRANSTWE NALI^IE

SKALQRNOGO UMNOVENIQ POZWOLQET WYDELITX SREDI WSEH BAZISOW ORTOGONALXNYE I ORTONORMIRO-
WANNYE, KOTORYE BOLEE UDOBNY I IGRA@T W LINEJNOJ ALGEBRE ROLX, ANALOGI^NU@ ROLI PRQMO-
UGOLXNOJ SISTEMY KOORDINAT W ANALITI^ESKOJ GEOMETRII.

oPREDELENIE 2.8. oRTOGONALXNYJ BAZIS NAZYWA@T ORTONORMIROWANNYM, ESLI KAVDYJ
WEKTOR \TOGO BAZISA IMEET NORMU (DLINU), RAWNU@ EDINICE.

dOPOLNITELXNOE TREBOWANIE K NORMAM WEKTOROW W ORTONORMIROWANNOM BAZISE W PRINCIPE NE

QWLQETSQ SU]ESTWENNYM, TAK KAK L@BOJ ORTOGONALXNYJ BAZIS LEGKO PREOBRAZOWATX W ORTONOR-
MIROWANNYJ, UMNOVAQ WEKTORY NA SOOTWETSTWU@]IE NORMIRU@]IE KO\FFICIENTY (RAZDELIW



ÌÃÒÓ ÌÃÒÓ ÌÃÒÓÔÍ-12 ÔÍ-12
ÌÃÒÓÌÃÒÓÌÃÒÓ ÔÍ-12ÔÍ-12

ÌÃÒÓ
ÌÃÒÓ

ÌÃÒÓ
ÔÍ-1

2
ÔÍ-1

2
ÔÍ-1

2
ÔÍ-1

2
ÌÃÒÓ

ÌÃÒÓ
ÌÃÒÓ

ÔÍ-12
ÔÍ-12

ÔÍ-12
ÔÍ-12
lekciq 2. linejnye podprostranstwa. ewklidowy prostranstwa 31

KAVDYJ WEKTOR BAZISA NA EGO DLINU). oDNAKO DOPOLNITELXNAQ NORMIROWKA WEKTOROW UPRO]AET
IZLOVENIE TEORII.

pRIMER 2.14. sISTEMA IZ TREH WEKTOROW a = (1, 0, �1), b = (1, 0, 1), c = (0, 1, 0) W
EWKLIDOWOM ARIFMETI^ESKOM PROSTRANSTWE R3 OBRAZUET ORTOGONALXNYJ BAZIS, POTOMU ^TO
(a, b) = (a, c) = (b, c) = 0. |TOT BAZIS NE QWLQETSQ ORTONORMIROWANNYM, TAK KAK, NAPRI-
MER, kak =

p
12 + 02 + (�1)2 =

p
2 6= 1. ~TOBY \TOT BAZIS SDELATX ORTONORMIROWANNYM, NUVNO

WEKTORY a I b RAZDELITX NA IH NORMY, T.E. NA ^ISLO
p

2.

pRIMER 2.15. wEKTORY i, j OBRAZU@T ORTONORMIROWANNYJ BAZIS W PROSTRANSTWE V2 SWOBOD-
NYH WEKTOROW NA PLOSKOSTI. tO^NO TAK VE WEKTORY i, j, k OBRAZU@T ORTONORMIROWANNYJ BAZIS
W PROSTRANSTWE V3.

iSPOLXZOWANIE ORTONORMIROWANNYH BAZISOW OBLEG^AET WY^ISLENIE SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ

PO KOORDINATAM WEKTOROW. pUSTX W EWKLIDOWOM PROSTRANSTWE E ZADAN NEKOTORYJ BAZIS e =
= (e1, e2, . . . , en). rASSMOTRIM DWA PROIZWOLXNYH WEKTORA x I y W \TOM PROSTRANSTWE. |TI
WEKTORY PREDSTAWLQ@TSQ W BAZISE e SWOIMI KOORDINATAMI:

x = x1e1 + . . . + xnen, y = y1e1 + . . . + ynen.

zAPI[EM \TI RAZLOVENIQ WEKTOROW PO BAZISU W MATRI^NOJ FORME:

x = ex, x =

0

B@
x1
...

xn

1

CA , y = ey, y =

0

B@
y1
...

yn

1

CA .

sKALQRNOE PROIZWEDENIE WEKTOROW x I y MOVET BYTX WYRAVENO ^EREZ SKALQRNYE PROIZWEDENIQ
WEKTOROW BAZISA:

(x, y) =
⇣ nX

i=1

xiei,

nX

j=1

yjej

⌘
=

nX

i=1

nX

j=1

xiyj (ei, ej) .

sOSTAWIW IZ SKALQRNYH PROIZWEDENIJ BAZISNYH WEKTOROW KWADRATNU@ MATRICU � =
�
(ei, ej)

�

PORQDKA n, MY MOVEM ZAPISATX SKALQRNOE PROIZWEDENIE ZADANNYH WEKTOROW W MATRI^NOJ FORME:

(x, y) = x
T
�y.

mATRICA � QWLQETSQ SIMMETRI^ESKOJ W SILU KOMMUTATIWNOSTI OPERACII SKALQRNOGO UMNOVENIQ.
eE NAZYWA@T MATRICEJ gRAMA SISTEMY WEKTOROW e1, . . . , en.
pUSTX BAZIS e QWLQETSQ ORTONORMIROWANNYM. tOGDA SKALQRNOE PROIZWEDENIE (ei, ej) PRI

NESOWPADA@]IH i I j RAWNO NUL@, A SKALQRNYE KWADRATY BAZISNYH WEKTOROW RAWNY e2
i = keik

2 =
1. |TO ZNA^IT, ^TO DLQ ORTONORMIROWANNOGO BAZISA MATRICA � QWLQETSQ EDINI^NOJ. pO\TOMU

(x, y) = x
T
Ey = x

T
y = x1y1 + x2y2 + . . . + xnyn.

w ^ASTNOSTI, W ORTONORMIROWANNOM BAZISE NORMA WEKTORA x, KOTORAQ WYRAVAETSQ ^EREZ SKALQR-
NYJ KWADRAT \TOGO WEKTORA, MOVET BYTX WY^ISLENA PO FORMULE

kxk =
p

(x, x) =
q

x2
1 + . . . + x2

n =
p

x
T
x, (2.9)

A DLQ KOSINUSA UGLA ' MEVDU NENULEWYMI WEKTORAMI x I y POLU^AEM WYRAVENIE

cos ' =
x1y1 + x2y2 + . . . + xnynp
x2

1 + . . . + x2
n

p
y2

1 + . . . + y2
n

. (2.10)
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w ORTONORMIROWANNOM BAZISE e1, . . . , en TAKVE UPRO]AETSQ WY^ISLENIE KOORDINAT WEKTORA:
ONI WYRAVA@TSQ ^EREZ SKALQRNYE PROIZWEDENIQ. eSLI x = x1e1 + . . . + xnen, TO, UMNOVIW
RAWENSTWO SKALQRNO NA WEKTOR ei, NAHODIM, ^TO

(x, ei) = xi, i = 1, n.

pRIMER 2.16. w EWKLIDOWOM ARIFMETI^ESKOM PROSTRANSTWE R4 NAJDEM UGOL MEVDU WEKTO-
RAMI a = (�1, 1, 0, 2) I b = (2, �1, 1, 0). sOGLASNO FORMULE (2.10),

cos' =
(�1) · 2+1 · (�1)+0 · 1+2 · 0p

(�1)2 +12 +02 +22
p

22 +(�1)2 +12 +02
=

�3
p

6
p

6
=�

1

2
.


