
Содержание
Решения задач

Билет 1 ............................................................................................................................................3
Билет 2 ............................................................................................................................................4
Билет 4 ............................................................................................................................................5
Билет 5 ............................................................................................................................................6
Билет 7 ............................................................................................................................................7
Билет 8 ............................................................................................................................................8
Билет 12 (см. 2 фото ниже) ...........................................................................................................9
Билет 13 ........................................................................................................................................12
Билет 15 ........................................................................................................................................13
Билет 16 ........................................................................................................................................14
Билет 17 ........................................................................................................................................15
Билет 21 ........................................................................................................................................16
Билет 26 ........................................................................................................................................17

1. Статически неопределимые плоско-пространственные рамы ..............................18
2. Симметричная плоско-пространственная рама ......................................................20
3. Кососимметричная плоско-пространственная рама ..............................................22
4. Определение НС в опасных точках поперечного сечения произвольно
нагруженного стержня ..................................................................................................24
5. Расчет на прочность в общем случае НС ................................................................25
6. Исследование напряженного состояния в общем случае и в частном, когда
одно из главных напряжений известно. Определение главных напряжений. .........27

6.1. Одно из главных напряжений известно..............................................................................27
6.2. Все площадки неглавные .....................................................................................................30

7. Исследование НС в различных точках нагруженного тела...................................31
Сравнение по теории Треска-Сен-Венана .................................................................................32
Сравнение по теории Хубера-Мизеса........................................................................................33

8. Расчет на прочность тонкостенной цилиндрической оболочки и вала в общем
случае нагружения.........................................................................................................36

8.1. Тонкостенная цилиндрическая оболочка (трубка) под давлением..................................36
8.2. Цилиндрический валик ........................................................................................................41

9. Задача Ламе Частные случаи нагружения толстостенной трубы. Валик,
нагруженный внешним давлением ..............................................................................46
10. Расчет осесимметричных оболочек по безмоментной теории............................50
11. Устойчивость. Статический (точный) метод ........................................................59

11.1. Определение критической силы точным методом ..........................................................59
11.2. Устойчивость равновесия сжатых стержней. Зависимость критической силы от
условий закрепления стержня ....................................................................................................67
11.3. Устойчивость. Энергетический метод определения критической нагрузки ................69



12. Пределы применимости формулы Эйлера ............................................................75
13. Расчет продольно-сжатых стержней по коэффициенту снижения
допускаемых напряжений.............................................................................................76
14. Продольно-поперечный изгиб................................................................................84

14.1. Точный метод ......................................................................................................................84
14.2. Приближенный метод (метод Тимошенко)......................................................................90



Билет 1 

 

I

Г

A*"  £JX
1 *Wr
6

t. W' . b'fy
Zt~EirJX= г£м

x/)?f ХУ- ’

М±нЙЖж-с Л Г ,°_/#■ L-
№ £jz

сЛ> г .

-— — L— •— }—— *—~“j |

№
fa



Билет 2

 

 

р

&
(ЬмхМа,

зйВ

4СС

3 Эе

Au-Z- f .

± O.t

■Щ

®-г

ЛР&
3£7f

т ЛА"/3 i&A 7 г

г .
| i р ’ )Л1х = Мх.* zVz,.
L , ' )ОЭС

$
7) [{IzJ-X
- / 'wwti

/
’ T

—
А -----



Билет 4

 

 

Q0O5"

3©



Билет 5

 

 

(<o J

____и
/7?czr.«a з

z

(TI C '.ksl H

I

I i r-

, , Огл  “ 0 1 :

I ___________
4ОЛ//Й

!

/ 2 -Go  /7(2

at -
" 2
■ : .. <C- -  Wo л _______

fris- -WMfla

7-3 ' - 2ooMfa > I

Д—L4-4-

•20 Q

|
&

I



Билет 7

 

 

Л,<"

*2. xl- -2. il,\ 2Ш

Ь



Билет 8

 

 

• ©8

fa

/h.Ll(Yla. А*,/Ид,/Мк

~л
Mi .  frlftop

tMf

ffi&tMi У С'паека

А н -6
"Z/l

м __
оС‘къ

Й



Билет 12 
(см. 2 фото ниже) 

 

. / ±2/1

у f

Т~73Л  Ж '  ./гб-,

/}л=у
z) ос
з)9с

« f4f -Л\'

5 ;
г г т>

ty£v-$L. /Дг 'О

5.W . fa- Т" -ЪЛ=

Th -
У

I



 



 

 

-j—

' t i l l ! ----1- -ГГ

OUWnT
Ж

W
m

| ■ - ---------Г -

ИТТ



Билет 13

 

 

T£  ££

К&шш. M* , QA

(l=±

/\lr <=o

£ t У?  b

■ 'k  [iff.i.- 1

±

2.?

t

■

i и пгпшк
. -  L3

ЩЖЙЙЙF Z 32 32J _I I _|-----------s

a -32

\ -Ь f
■

*

t.



Билет 15

 

 

5-- А

A!F [PL j
PJJ"
Дг

rc Or  . ~ 2 C _ 3 r-J ' "  fit <iP ~ c
frt ? ■

I
I ori.
Io? f

—*r



Билет 16

 

 

>-p- t

г _ _Г
Ро SooPfy

Неш#ш г я?

г г.’
РРР  *»  г *РР_  цй

от М1.Л<: =ЖЙ
з) сот ci&fcu£ р :  HfyS/Hflii

ffiii =• ? РР= 9 '(Ос Mflfi j I
01 о-т . ti(0 iC - Q

So  - ёЗ>,в -(2>, М/?а (otWelt. /Ш/’З-!-!

70,2. W&

I I



Билет 17

 

 

AIM

(he CeMfc

■jYl O0LL£fiW Ct#c£(

- p - /V  Л

r Ш Z<o £ fec
y ,a ~~  ■■ ■■

’ht h~z - /(?c>///7

r b . сГсаСЛШ  Ah

ел  , ----- • > Ь Shh. ---------—-■ 2 3 C( ■z- Wp - /л
s-fc ■ J

( XL

Ahn t t p/ 4 r rFf-

t

7Si- 0,  5



Билет 21

 

 

—
z L
Т2И

(TV л ® Mr-
JoaHCr p '  SCMfa'P OK//' thzowu f<r T cc '  e *

/погка -L

C4,t - p -  -S'o ffa

&tF~ ZdfiMfaI
I

MM
I
I

u

u

Г
(Гэк -



Билет 26

 

I
4 I, UZj

г Л 'Л  - Лгг 'О
V I I { . I

I hMi r l  I I 4 1

<£ Ч-7—



 1. Статически неопределимые плоско-
пространственные рамы
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2. Симметричная плоско-пространственная рама
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3. Кососимметричная плоско-пространственная рама
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4. Определение НС в опасных точках поперечного 
сечения произвольно нагруженного стержня 
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5. Расчет на прочность в общем случае НС 

 

 

Пример*
Для  пространственного бруса подобрать рациональное сечение из  двух вариантов. Материал

бруса пластичный, одинаково  работает на  растяжение и сжатие  (Стц, = <зге = а т).

Морядок расчета
1 ) Сначала надо построить эпюры изгибающих и крутящих моментов и найти опасное сечение.
2)  В опасном сечении найти опасную точку и вычислить для этой точки эквивалентное напряжение.
3) Рациональным будет профиль, у которого эквивалентное напряжение меньше.

Решение
В соответствии с эпюрами, опасное сечение будет в заделке.

FI



 

 
 

Рассмотрим первый профиль - квадратное сечение со  стороной а. Для квадратного профиля следует
рассмотреть две точки - Я и В. Опасной будет та  точка, в которой эквивалентное напряжение больше.

точка В

точка Л

А/ ж -И, 2/7 + V7  J7 д FIо = —1 + -г- ------;----- = 30— о_  = 36—г

точка В
М у 3FI F/ А/ к 2FI . . .F lа = —- = —г = 18—  , т = —- = ---------г = 9,62 —
И ;  а 3 П в 0.208*7

б

о = Vo 2 + 3 f  = %'18г”+3-9.62? = 24,5 Д ,
<7 а

о;\ > (у* в , точка Л опаснее, чем точка JJ.

FIи для  квадратного профиля <т.,в1 =30—

Второй  профиль  - круговое сечение ,  диамегр  которого D равен  стороне квадрата л

точка Л
■10А /х  = 2/7

Напряжения в точке  J равны

Д=  10.14D f

16ЛЛ = l\f; + Л/; = F /V4+9  = 3,6 R■ 1 л л
=vo '+3 r  : =-  -\'.36.7: +3  10.11 =40,вД - .

D D3

]1оскотьку диаметр L> равен стороне квадрата а .  то  эквивалентное напряжение для квадратного сечения меньше,
чем для кругового (о  IKV| * шамнт. в данном случае квадряпюе  сечение  рзишондлыне.



6. Исследование напряженного состояния в общем 
случае и в частном, когда одно из главных 

напряжений известно. 
Определение главных напряжений. 

6.1. Одно из главных напряжений известно. 



 

250

200

300 МПа . т„. = т... = 250 МПа
V

Пример  L стГ1 =?  направления с Г1 ?

-200 250 0"

Та = 250 300 0 » МПа

< о 0 г

a..  = -200 МПа . ст
Л J

Одно нз главных напряжений известно <ТГЯ = о .  = 0.

-200 + 300 А= 2
1 200 j00 I + 250 з _ 50  ± 354  у1Па

V 2 ■
a* = 50  + 354 = 404 МПа. ст” = 50 - 354 = -304 МПа.

304 fl 404

Присваиваем индексы с учетом знака
<7] = 404 МПа ; <7, = 0 1 = -304 МПа .

i-XJU
Положение главных п.тошадок t a2a  = -------------- = - 1  . 2a  = -45  \ a = -22.  5 .

-200-300

404
304

304
404

Изобразим главные площадки. Знак угла a
отрицательный, поэтому  уго  л откладываем по
ходу часовой стрелки относительно исходных

координатных осей. Первая главная ось
направления действия наибольшего главного

напряжения G. проходит через первую и третью
четверти координатных осей, где  расположены
ребра элементарного квадрата, к которым
схооятся стрелки касательных напряжений.



 

 

Пример  2. Gr, = ? направления С7ГЛ?

120' 0 0 30 '

го= 0 -120 0 . МПа
30 0 -80

G t = -1  20 МПа,  G. = -80  МПа,

’ .Y = т с = 30 МПа.

Площадка у - главная. <7ГЛ = с \  = - 1 20 МПа.

, 0§0  ± h- ( -80 ) j 2 _ 40±?OMna ,

ст*, = 10 МПа, а", = -90 МПа.

С учетом знака:
Gj = 10 МПа  . ей = -90 МПа  : а 3 = -120 МПа,

T v

120 90 10

Положение главных площадок

10

10

tg2« = ------— = ------------  = 0. 75;
с 0 - ( -80)

2а  = 36.8е; а =18,4’

90



6.2. Все площадки неглавные 

 

 

Пример Л = ?

30

40 л

f О О 401
О О
40 30

30 .МПа
О

т. т = т„. = 30 МПа. т = т„  = 40 МПа,
J * ArF Д«

Пи  одна и j площадок не  является главной,'
А = о.
А = -ЗО2 - 402 = -2500 МПа

0 0 40

л= 0 0 30 = 0.
40 30 0

Кубическое уравнение

<£-2500  a ra =0.

o
n (a

M - S0 ) ( a n + S0 ) = 0 -
С учетом знака:

О] = 50 МПа , (?2 = 0 . Сц = -50  МПа (двухосное НС).

М

5050 О



7. Исследование НС в различных точках 
нагруженного тела.

 

 

 

Пример  4. Дано: с тр = о тс = о т (пластичный материал)

Определить сг ?кв = ?

50

Все напряжения - главные'

о1 =120 МПа
ст 2 = 50 МПа

CTJ = 0 О 50 120

Теория I (Треска-Сен-Венана);
<т,._ = о,  — п ,  =120-0  = 120 МПа ,?М? 1 «г

то есть по теории I одноосное растяжение с о акв =120МПа равноопасно
исходному НС\

Теория II (Хубера-Мтеса):

а экв = 4=у]  (<з, - с , ) ’  + (а ,  - б ; ) '  + (а5 -с , ) ; = 702 + 502 + 1202 = 104. 7 МПа.
v 2 v 2

то есть по теория II исходному НС равноопасно одноосное растяжение с
<7 =104,7 МПа .

Теории I н II дают близкие, но разные значения а ЛКВ(разница не более 14 %),

Теория I дает завышенные значения о экв. Теория II - заниженные.
Истинное значение - между ними.

При.ш р Л Дано: = Отс = от .
Определить, какое из дву\  НС наиболее опасно?

30 30

so

Наиболее опасно то НС, где меньше коэффициент запаса пт =— то есть
мв

где с лкв больше.



Сравнение по теории Треска-Сен-Венана 

 

 

Сравним по теории I

Площадка г - главная. с гл = с ,  = О Плошадка г - главная.
стга = ст, = 80 МПа.

ога = 0 ± 7о  + 302 = ±30  МПа.

Gj = SO МПа . а 2 = 30 МПа .
а 5 = -30 МПа.

I + 302 ж 40  ±50  МПа.

Gj = 90  МПа , сг> ~ 0 ’ = - 10 МПа.

<7>КВ] =<?! -Сц  =90 -  (-10) = 100 МПа

Также это УПНС. лучше
использовать формулу

а эм1 = Vo2 + 4t2 = VsO2 +4-302 =
= 100 МПа,

таким об]) азом, по теории I наиболее опасна точка 2



Сравнение по теории Хубера-Мизеса 

 

 

Сравним  по теории II

Это УПНС .  тогда

о ЭКЕ, = Vo2 +3V = Vscr + 3 • ЗО 2 =
- 95.39 МПа

с экв2 = ЭкЕ;р таким  образом* по теории I I  точки 1 и 2 равноопасны.
Теория II считается наиболее точной, т.к. лучше согласуется с экспериментами.

<5,и; =7 V <°1 “ °2)2 + <®2 ~ •’j)2 +(°3 “ °1)2

- UJ  502 + 60- + 1102 = 95.39 МПа

Пример  6. Дано: = сгтс = <7Г .

Используя теорию II определить, при каком значении т два НС  равноопасны  1

УПНС >Т1НС (при  котором а = 0 )

° экв1 - л/cf 2 + Зт 2 = ч/5О 2 + 3-502 = а зо2 = Vc  2 + 3с2 = Vo + 3 -т2 = тJ5
= 100 МПа

Два НС  равноопасны, когда у них одинаковы коэффициенты запаса. лт1 = ят2 .

<7 , (7 -  г 100
— ■— — - —► <7ЭКЖ1= ► 100 — т>/3 —> т = - 5 ' , 74- МПа.



 

 

Пример  “ Дано; Gjp = 300 МПа .  сгк =400  МПа ,

Определить <Т ?КЕ = ?

20

30

Так  как  *о тс ,то  для  определения  а ?ке можно

использовать  только  теорию  Моря  ( I I I )  !!!

Плошадка  : - главная. <тгл = G* = -50 МПа .

30 -0

о ’  = 40  N1Па. о г = - 1 0 МПа .

О | =40МПа .  <у2 =-10МПа .  о 3 =-50МПа .

5» 10 40

По  теории  Мора

Ото 300
"з  = 40 (-50) = 77 -5  МПа .а 1С 400

Зная о ?кв , можно  определить коэффициент  запаса д.ля данного  НС

°л>пт =-— .
°м®

Здесь в формуле именно - предел текучести при  растяжении, т.к. o JKB -

напряжение  одноосного растяжения
Условие прочности

„е  [а] = ХWT

(хрупкий материал).Пример S. Дано: G ftT1- — a Rr

Определить, какое из двух НС наиболее опасно?

30

Для хрупких материалов применяем теорию Мора!



 

 

 

Верхняя  площадка - главная.
стгл = -30 МПа .

о га = 0 ± Vo  + 402 = ± 40  МПа

CTj = 40  МПа  . = -30 МПа  ,

<73 =-40  МПа .

Верхняя площадка - главная .  с Г1 = 0.

I + 40“

= -15  ±42 .7  МПа

= 27 ,7  МПа .  <7 = -57 ,7  МПа .

= 27 ,7  МПа .  <72 =0 .

(73 =-57 ,7  МПа .

40 30

вр
- °1  ~~~°3 -

а вс

27 .7 -4 -  (“57.7)  = 73.9 МПа.

<г >КВ2 <о жв1 ч таким  образом  наиболее  опасна  точка  1 .

Лркмер  9. Дано: <7 = -  - .

Определить <л ?кв = ?

Это  всестороннее  сжатые  равными по  величине
напряжениями <л1 = = с 3 = -100  МПа.

По  теории Мора

= - 1°°  - 4 (-1  00 > = -5 ° МПа

<7 < 0 — это противоречие.
т.к (7 - напряжение одноосного растяжения  г

Поэтому. если расчет дает <7>кв < 0 .  то  считают

100

100

А/л'сн А/ерл вырождаются
в одну точку

Tv А

НС  менее опасно, чем НЕнапряженное!ст

ИЮ

Такое НС  не  опасно при  любых  значениях напряжении, сколько они не
были бы  велики! Хрупки» материал  при  всестороннем  сжатии не
разрушается ,  я пластичный  - не  течет .



8. Расчет на прочность тонкостенной цилиндрической 
оболочки и вала в общем случае нагружения 

8.1. Тонкостенная цилиндрическая оболочка (трубка) 
под давлением 



 

Пример  1. Тонкостенная оболочки
нагружена внутренним давлением р .  Найти
толщину стенки /? цилиндрической части
оболочки. Дано: р = 1 2 МПа , D = 30 мм  ,

с г = 240 МПа  . >/т = 2 .

D

В стенке оболочки возникнут окружное п г и
меридиональное напряжение <jm:

pD pD
о ,  = - — ■ = -£— •
' 2h " 4Л

В любой точке цилиндрической оболочки
реализуется двухосное НС.

Главные напряжения: . os  = <7т . а 3 = 0,

Л PD п PD
Эквивалентное напряжение; о >кВ = о 3 - о 3 = — 0 =

Условие прочности
pD

°зи 2Л
. pD», 12 0,03 2 ЛЛЛ1<Л > ------ = -------------- = 0.0015 м = 1. 5 мм.

2240
D 30
— = — = 20
h L5

оболочка тонкостенная, котельные  формулы  применимы.

В случае, если на пнлнндрпческуто оболочку вместе с давлением
действуют н другие нагрузки, то компоненты НС  определяются на
основании принципа независимости действия сил.



 

Пример  2. Тонкостенный цилиндрический сосуд заполнен газом под
давлением р и подвергается действию крутящего момента Л/ и осевой силы F .

Изучить НС  в точках цилиндрической части сосуда на некотором удалении от его
торцов. Вычислить коэффициент запаса.

Дано р = 15 МПа  . F = 20  кН  . М = 900 Нм .  D = 40 мм  . // = 2 мм  .

= 500 МПа. GTC =600  МПа

А
* h_____!_

' • 'Г  ‘Гф ‘

А -А

Все сечения расчетной части сосуда являются равноопаснымн, а НС  во всех
точках сечения одинаково, так как заданная система осесимметрична.

Найдем напряжения от всех воздействии по  отдельности.
От  внутреннего давления возникают меридиональное и окружное

напряжения
pD 15  0.04 pD 15  0.04

= -— = ----------- = 75 МПа. о ,  = -£— = ----------- = 150 МПа.
4Л 4-0.002 2/1 2-0.002

Л /  23/ 2 900 4„ЛЖ<ТТт - — = -----— = -------------ч---------- = 179  МПа.
И' я/ГЛ  3.14 0.04 0.002

20-Ю3

= 79.6 МПа.
W// 3.14 0.04 -0.002

В плошадке. перпендикулярной оси г. напряжения и с складываются:

G .  = G m + G = 75 + 79, 6 = 154. 6 МПа .

Напряженное состояние в опасной точке  (точка
74

179 > 150
г

154,6



 

Площадка г - главная. с гл =а г = 0 .

2
I + 1792

= 1523  ±179.1 МПа.

сг л = 33 1.4 МПа .  = -26.S  МПа.
Присвоим индексы;

= 331. 4 МПа. = 0.
с 3 =—26.8 МПа. 26,й о 331,4

По теории Мора
500

G..- = Ci — = 331.4 ------- -26.S) = 353. 7 МПа .
600

Коэффициент запаса по пределу текучести

% 500
353.7

= 1.41,
)КВ

Пример 3,
Дано; р = 8 МПа . F = 6 кН  . е - 10 мм  . D = 30 мм  . Л = 1. 5 мм  . <7Т = 240 МПа .

Исследовать НС  и проверить прочность цилиндрической оболочки на некотором
удалении от ее  торпов. если [с]  = 160 МПа .

Внеиентренное действие силы F с эксцентриситетом е рассмотрим как
центральное растяжение силой F и изгиб моментом

M=F е = 6 103 -0.01 = 60  Нм .

ж

I)



 

 

Все сечения оболочки являются равноопасными, а наиболее опасными в
поперечных сечениях являются точки 1 и 2.

Ош  внутреннего давления возникают напряжения
pD 8-0 .03  pD 8 0 .03= -— = ------------ = 40 МПа. о .  = -— = ------------ = 80 МПа
4Л 4 0 .0015  2h  2-0 .0015

Осш/я  с/дт<7 создает нормальное напряжение

6-Ю3

3,14 0.03 0.  0015
F

TtDh
= 42 .4  МПа .

Изгибающим .иомешп создает нормальные
напряжения, которые максимальны  в точках 1 и 2

Л / 4Л /  4 60

лЯ2 /' 3 .14 0,  ОЗ2 0.0015
= 56 .6  МПа .

НС  б точке  1

80

а .  =(ТЛ + a F +a  w =40  + 42 .4  + 56.6  = 139  МПа .

Главные  напряжения
Oj = с . = 1 39  МПа  . сн  = а ,  = 80  МПа  . = 0 .

80 139о

Эквивалентное напряжение по теории Сен-Венана
Q3KB1 =а ,  - t j j  =139  - 0  = 139  МПа  .

а .  = Gm + GF - о д / = 40  + 42,  4 - 56.  6 = 25, 8 МПа .

Главные  напряжения
q =Gf = 80  МПа  . сг2 = G.  = 25,8  МПа  . = 0 .

80

J ------►
800 25,8

Эквивалентное напряжение  по  теории  Сен-Венана
= <7, - Ci  = 80  - 0 = 80  МПа  .

а эи1 > зкв: • наиболее  опасна  точка  1 .
сг экв1 = 1 39  МПа  < [с ]  = 160 МПа  .

условие прочности выполняется.



8.2. Цилиндрический валик 

 

 

Пример  4.  Валик проходит через камеру, в которой поддерживается
давление /? н в осевом направлении внецентренно сжимается силами F.
Уплотнения камеры не оказывают влияние на НС  валика. Исследовать НС  в
опасных точках. Определить ко  эффициент запаса. Дано: р = 40 МПа . F = 5 кН  .

е = 12 мм  , d = 24 мм  . <7 = 140 МПа  . = 3 10 МПа  .

II

II

Внецемтренное сжатие силой F с эксцентриситетом рассмотрим как

центральное сжатие силой F и изгиб моментом Л /  = F е = 5 - 10* - 0.012 = 60  Нм  .

Сечение I-I (вне камеры)
Изгибающим момент  создает нормальные
напряжения, максимальные в точках 1 и 2

М 32А/ 32 60
3.14 0.024я

= 44. 2 МПа.

Осевая сжимающая сила создает
нормальное напряжение

F_4F  4-5-103

А ~ nrf2 ” 3.14- 0.024“
= 11 МПа.

НС  в /почке 1
О- — ~Gp ~ G ~ 11 “ 44. 2 — ~55. 2 Ml  1а.

Qi =0 .  <Т2 = 0 .  а 3 =-55 .2  МПа .

м

55,2 (}

<ТМ 1 = О1 - а } =0-1  - (-55.2)  = 24.9 МПа
310

По теории Мора:



 

НС G точке 2
ст. = -CTF + ст3/ = -11 + 44, 2 = 33, 2 МПа.

Qi = 33. 2 МПа . ст = 0 . ст3 = 0 .

о

c UI , = <ч -—<7, = 3.1. 2 - — - 0 = 33. 2 МПа
1 310

Сечение  II I I  (внутри  камеры )

Давление вызывает двухосное равномерное
сжатие  с компонентами (~р )  на любых двух

взаимно перпендикулярных площадках,
параллельных осп вала.

Наиболее опасными являются точки 3 и 4.



 

 

НС  с точке  3
<7. = -r> F =-11-44 .2  = -55 .2  МПа, (как  в т. I)

а ,  = -40 МПа  . = -40 МПа  , ст3 = -55.2  МПа  .
40

40

55Д  40

О„г. 1 40
= а ,  - = -40 - — (-55.  2) = - 15  МПа  .

СТ 3 10

НС  менее  опасно, чем ненапряженное, считаем а )в3 =0  .

НС  в точке  4

40

40

<7- = —Gjr + о v =-11  + 44.2 = 33. 2 МПа, (как в г. 2)

с?! = 33. 2 МПа  . = -40 МПа  , а 3 = -40 МПа  ,

40  33.2

140
°эп4 = G1 — = 33. 2 - — ‘ (-40) = 51.3 МПа<7ВС 310

Наиболее  опасна  точка  4.  в которой

напряжение = шах  {ом4 ] = 5 1.3 МПа
наибольшее эквивалентное

Коэффициент запаса по  пределу прочности

Пример 5. Валик с проточкой
проходит через камеру, в которой
поддерживается давление р и
закручивается моментами М. Исследовать
НС в опасных точках валика н
определить ,

Дано: р = 20 МПа . М = 40 Нм  .
d — 1S мм . <7j = 14 мм  . <ут = 240 МПа .

П Ш

П III



 

Сечение I-I (вне камеры)

Л / Крутящий момент создает касательные
напряжения, которые максимальны в точках,
наиболее удаленных от  ц.т.

И 16Л/ 16 40 , тTULK - —' =■------  = ---------------Г = 35 МПа.
“ “  и ;  ж /3 3.140.018’

НС в точке 1
НС  - чистый сдвиг!

СГ] = тйЩ = 35  МПа  . (Tj = O t (Tj = - ' лШХ = -35 МПа .

t

35 О 35

По  теории С ен-Венана:
сг Экв1 = - сг3 - 35 - (-35)  = 70  МПа  .

Сечение П-П  (внутри камеры) НС G точке 2

mm 20

20

Плошадкл г - главная, <Х=  <7 = -20 МПа.

2
I +т 2

+ 1ШдХ

•.Э
I + 35“ = -10  ±36.4  МПа,

О - ( -20)—-

= 26. 4 А ГПа . о гл = -46.  4 А Ша.
Присвоим индексы:
е?| = 26,4 МПа, <зч = -20 МПа .  с 3 = -46.4  МПа.

с эи3 = а 1"  а з = 26.4 -(-46.4) = 72.8 МПа r v  Л а
46.4 Z0 26.4



 

 

Сечение  Ш -Ш  (внутри  камеры ,  узкая  часть  вала )

Ел=о .  о ф -4 -р  (л -4 )=о  .

Р ■ (А  - 4 )  _ р ■ (rf 2 -4 2 ) _ 20  ■ ( 18  2 -14 2 )— — — --------------------- = 1 3 15111а .
di

М 16М 16-40  ,
1 - ----- - ------- = ------------------ = 4,  2 МПа .

3 .14-  0,  0143

142

НС  6 точке  3

20

20
"4.2

13

Площадка  г - главная. о гл = Gr = -20 МПа .

2
,2
1№1гл

13  —(—20) 2

=72 .5  МПа . cQ  = -79.  6 МПа .

V

У П
1 «

72,579,6  20

Присвоим  индексы:

<7j = 72 .5  МПа . 2 =—20  МПа .  о 3 = -79.6 МПа .

Наиболее  опасна  точка  3 .  o iKB = шах  ‘°жвЗ  ! = 152 ,1  МПа .

■т _ 240

152.1
Коэффициент запаса  по  предел}- текучести

Замечание :  сля  имеет  утолщение, то

давление действуя на  уступы, вьповет
сжатие  широкого  участка  вала

. _ /> - (4 -Л )  nrf 2 r i
-Г - .  где J -— .4 -  —



9. Задача Ламе 
Частные случаи нагружения толстостенной трубы. 

Валик, нагруженный внешним давлением 



 

Пример .  Валик проходит через камеру, в которой поддерживается
давление, а также подвергается действию сосредоточенных сил и моментов.
Уплотнения камеры не оказывают влияние на НС валика. Д.ля характерных
участков валика исследовать НС в опасных точках. Определить нт - ?

П J с \ /  nd i  3
Дано: с/. p .F  = p——,  М = р——,  а = -с 1С

о 8 4

1 II

I I

точка Я
шочкл на поверхности валика)



 

£
4

Т

ПИХ

Gj — 2 .26р .

с 2 = 0 ,

с 3 = -L76p

По  теории  Мора

точка В

(любая точка на поверхности валика/



 
 

Площадка г - главная. <лгд = cjr = -р  ,

cfj = 1.89/? .
а 2 = О,

Gj  = —2,39/7 .

= «1 -— о} = t89p  -±-(-2,39р) = 3.68р.
°ас ' 4

Так как a l  e < наиболее опасной является точка В
JPi.J> J.FiJu



10. Расчет осесимметричных оболочек по 
безмоментной теории

 

Пример L Запаянная тонкостенная цилиндрическая оболочка находится под
действием внутреннего давления.



 

Дано: Я .  Л. р ,  d .  = сг тс = а т . Найти <V  c r- с жв .

Оболочка состоит нт двух участков. Найдем напряжения на каждом ш них.
рассекая цилиндры плоскостью. нормальной к осн симметрии и рассматривая
часть оболочки свободную от опор.

Участок 1 ( 0  < г < Я )

Спроецируем все силы на ось j
яг/ 2

4
nTOwpdfr

/юл  ceifwzff /17€Ш/О)Ь

— _ Л . . . л(2<02
F. = 0. Си, • 2Ttf? h = р ---------- ,. ТП 4

pd
= — ■2h

Уравнение Лапласа (при р, = с/. pw = °о)

° /  + а=£  C!= pfL.
А р, * 1>



 

Видно, 'но  на участках окружное напряжение вдвое больше меридионального, то
есть о ,  = 2от (как в котельных формулах).

Опасная точка - любая точка на 2-ом участке.
Главные напряжения:

Tk7 дЛ
<jj-cy ——. tF2 - a w -— . (53 -су -0 .

/I 2h
По теории Сен-Венана

pd Л pd
= Ci -G?  = - ------ 0 = -=—

J“ ' 3 Л А

Замечание: напряжение надавливания между слоями
оболочки &г (третье главное напряжение) значительно
меньше двух других ( с*г « <тг. су ). его полагают равным
нулю.

Пример 2. Тонкостенньш резервуар находится под действием внутреннего
D

давления. Дано: R.h  = — . р.■>0 Г = <УТ. Найти .

Сферическая часть: pWJ- р, = R .

G m Л sin6 = р То1
fff -ь

сечотя л/юот/мм

■ =0 .
Ядр.илтьмое кояг/чсскос сетеяие

■ 7су„ ■ 2 д - pr sin 6 > h ■ sin 9 = у? ■ тс ’ (pr sin 0)”

а„, ■2h = pp l

pR _ р ■ 20Л
2/7 2Л”

= 10р .т =-  Р," 2h !



 

Ih  уравнения Лапласа

£ I±  + £ L= F
R R li

pR pR pR■ ■£— = ■£— -10p  ,
' /1 111 2h

Для сферы под давлением: a Wf
2Л

Цилиндрическая часть: р,„ = зс. р, =л .
Из уравнения Лапласа

P с _ рД  _ /> ■ 20/1 _ .
A R h ' h h ‘

Так как для цилиндра

<Ь = ,„ ®ю = - = 77  = Ю/>.2 2/1

сечение, перпендикулярное
оси 2

Также

Gm 2nJ? -Л = р nR 2

нющадъ площадь
сечения проекции

p-20h
2h

= ]0р .

Цилиндрическая часть более опасна, чем сферическая!

Коническая часть: 0 = 45’. ■j_ = оО. р- = ------ = -------
sin 6 sin 6

F.  = 0, стw ■ 2 л; ■ 1/ ■ sin 0 = р-  яг  2

геч4?япя

Нормальное коническое сечение

рг _p - zc \2 .0_  р
2А sin6 27; sin 0 y/2h

Заметим, что от  давления в конусе а ,  = 2aw (как  и в цилиндре).

При г = 0 . <7т = 0 . <jj - 0 ;

n pR  p 20h . л гг  >/2pR 2 р 20h г-
np* : ’ Ж Г ' л ' ' 2° р '

Из анализа эпюр, видно, что наиболее опасная точка у основания кон> са



 

Главные напряжения:
с?! =а г =20у{2р .  <т2 = с т = 1СФ "  G3 = Q r

По теории Сен-Венана

°экв = С1 - с з = - 0 = 20<Др .



 

Пример 3 .  Цилиндрическая оболочка наполнена жидкостью с удельным
весом у, Дано: /Л  А, у. rf. - а тс - сгт, Нанта с экв .

В отличие от газа давление жидкости (гидростатическое давление)
изменяется по высоте по линейному закону7.

ХЛ=0 .  <j„i td -h=F  ='! ~Н ,

3ydH
w 8 Л

ТТ I 3 LT 1Имеем: Р, =— Рт = Р = ’ / | 7  - -  -

Из уравнения Лапласа

При г = 0. а ,  =

: = Н .



 

Cff? 4 Л

’я2

=0 .

я(2<7)" Н 3trf 2
’ л

4 2 4

3 уг/Я
а т = —----- .m 4 Л

Имеем p r = d.  pm = р =0  (нет
гидростатического давления на стенки сосуда)

В произвольной точке
Gl = max( a m. а г ) . а 2 = niin ( .оД о3 = 0.

™=®1-сгз=п«'х(о„1,а ( ).

, , л 3 Y«WОпасное сечение при ~ = 0 . <7ЭКВ- --------.
4 h



 

Пример 4. Цилиндрическая оболочка наполнена жидкостью с удельным
весом / .  Дано: Я ,  /г, у, d.  (7 = <7ТС= <7Т. Найти C7W,GP с экв .

1а№

Участок 1 (0  < j < — )

Г = = 0 ow =0 .
Имеем: Qt -d .  р = 0 .

с ,  =0 .

Участок 2 (—  < г < Н )

r = 0 .F  = 0 -> а„ ,=0 .

Имеем р, = d. рга = ».  р = у

Из уравнения Лапласа
н_
■*

При .-=4. ст,=О; .-Я .



 

 

Участок 3 ( Н < z < 2Н  )

2d



11. Устойчивость. Статический (точный) метод 

11.1. Определение критической силы точным методом 

 

 

Пример 1. Найти ц - ?
ТЛтчлзо координат /точка 0) расположил/ на шарнирной опоре, где нет

неизвестных реакций. Ось z направо/ вверх, ось у - «лево. Латучггш нерет»
чешеершь. натдосшдельм&гй прогиб будет влево. .Изгибающий момент Л/т
определяй!/ лдешдеам печений. Д?я удобешео разворачивай!/ ошссчсннуд? часть,
направляя ось у «вср.г и показываем поломсательнбн/ изгибающий момент,
сжимающий верхние слои.

М .

I
I
I
\
\
\
\
\

лип Ч>

Обозначим А' 2 = —- — —> г" + £ 2v = 0 .  имеем  однородное ДУ  второго порядка,
-Е7П1,П

Его  решение:
г = Q sin Ат + С2 cos Ат , т = QA* cos Ат - С2А’ sin Ат .

Константы Си С2 определяем из ГУ:

1) при z - 0 ,  А’-0: —> Cj 0 + С2 *1 = 0 —> С2 =0 :

2) при z = /. т '  = 0: —> С/-  ■ cos А7 = 0.

Константа С\ * 0. иначе v = 0. то  есть нет изгиба, а мы  рассматриваем

криволинейную форму равновесия. Также А” 0 . так как при А = 0 имеем либо
FKp - 0 . либо -E/niiIL = (абсолютно жесткий стержень). Значит

cosA7 = 0 А7 = — /намлгеныпш'/ корень/

р г — lV nun
(2/)2 EJ kp (2/)2

откуда следует р = 2 .



 

 

Пример 2. Найти 7\р . Ц - ?
коородито/ й зюдетяе, огь  с - до дт. ось  у - влево. Опорные моменты

направляем в соответствии со сжатыми слоями изогнутой оси стержня (в
верхней опоре сжаты слон справа, в нижней - с.то/, С7<?елд В методе сечений
показываем положительный изгибающий момент. сжимающий верхние слои.

М
м0I

\
\
\
\

1

1
о ч>

о

Обозначим £ ’  = — —> г* + Л 'г  = — ----- - яеодно/юаммДУ.
Лнш Лшп Лф

Решение этого неоднородного ДУ второго порядка состоит из общего
решения и частного. Частное решение можно выбрать в виде правой части
уравнения, деленной на коэффициент при т в левой части, то есть на Тогда

АЛ
v = С]  siii Л~ + С2 cos Ат + У— , v = Cjfc cosAr - C2 A'sin Ат

/»»,

Для определения констант СР С2 . Д/о запишем ГУ:

1) при .- = 0 .1=0 :  Cr 0 + C2 1+—2- -> C2 =~ - i
Лер Лр

2) при -- = 0. г '  = 0: -> CjA- 1-СД -  0 = 0 -> С , =0 ;

3)  при г = /, v' = 0: —> - С>А’sini/ = 0 ,
Очевидно, что

sinA7 = 0 —> Х7 = л (наименьший корень/

к 2 Е7  -■Ч ццП

/ 2

кр

ПШ1
кр

откуда следует ц = 1.



 

Пример  3. Найти Л о . U - ?
г ’|

Начало координат - на  свободном конце, ось : - ew/з, oci> .г - вправо.
Получили первую четверть, положительный прогиб будет  вправо.

Мо
\
\
\

!ШГ.

А-- = — — -> г '  + А- -г  = О . однородное  ДУ  второго /юрядка.

Его решение:

v = Cj sin Ат + С2 cos Ar , т '  - C\k cos Ат - C>A-$in Ат .
ГУ:

1) при z = 0. r = 0; -> Q 0 + С2 1 = 0 -> С2 =0 :
2) прн2  = /, г '  = 0: —> С|А- cosA7=0.

Так как q 0. к * 0 . значит

cos к/ - 0  к! - (наименьший корень/

L2 Г - Я [ЩД

(11)2 EJ ч> (2/) 2

откуда следует ц = 2 .



 

Пример  4. Найти Fkp. р - ?

/Япчшо координат - на  свободном конце, ось  г - ем»?, ось  у - вправо.
Стержень  имеет  два  участка.

Т
\
\
\
\
\

О

М.

у Дд=Д

Д"л
\I

1
=ЛА '

■Rulin’1 1 + Лф 1 1 “

Р=2а>_£Л1Ш1

Решение однородного ДУ
V] = Сг sinfc + С2 cos Ат , i j = QA- cos  Ат - С>А“ sin Ат .

■£4ш>т2 = лЛ

9

Определим R из условия равновесия всего стержня в изогнутом состоянии

Z"'.j=o. гкр/ -л  =о ->
тогда правая часть уравнения примет вид

Таким образом



 

Решение неоднородного ДУ

I i - 2 Г1’2 = С 'з sin к~ + С4 cos  Ат + / —— 1 L I’J = CSZ_cos  Ат - С4А sin Ат + —— .

L ________________________J

v*-4ficmnoe решение

Это будут кинематические ГУ в опорах, а также услодея стыковки  участков

стержня при z = — . так как в этой точке упругая линия должна быть гладкой:

1) При 2 = 0. Т] = ' fO + C

. к!
С 1 sinпри :

kl
3) при Z 7 —

CjA cosA-/ = C ZrcosA/ - C4AsinA7 + —при

. kl$m —7 0 0 -1

0 . kl
Sill —

2
kl

cos  —
2

-1

0 sinA7 co$A7 0

AcosA7 -A’cosA'/ A’sinAV

О
О
О4

О

Она имеет отличное когда определитель, составленный
из коэффициентов при неизвестных равен нулю. Раскрыв определитель, получим
трансцендентное уравнение, которое решается только численно.

от нуля решение.

2 5 3312 £У ■ л 2EJ ■ ■
41 ’2 ' - ' 2 2 (1.347/)22

Я
к 2 *Р

2
П1111

Таким образом, ц = = 1.347 .

Как видим. определение FKp точным методом достаточно громоздко.



 

Пример 5. Получить ДУ  для определения Л.о и записать ГУ к ним.* Лг
Начаю  координат в нижнем шарнире, ось : - вееру, ось у - Тйк как

л/швмэжт на нижнем участке отрицательная, то R# должна быть направлена
вправо, чтобы давать сжатые слои справа, Rs найдем из условия =0 .

I
I

/
/

/
/

/

М.

в/
I
I
1
I
\

R

хшп
решение

£4шЛ2=Мх .

Afx “ Лер ’ (-г з) ” + R

прогиб имеет зида !

= -Vx-<

7_ R I14 =C  4suiAT + С,  cos t  ----------- > 4 р 4
, КР ~ ■

|*-ч«’ммое

Для определения констант Си С\ . С3 . С4 , необходимо записать пять ГУ:

1) при т = 0. i j=0 :  2) при 2 ='“- 11 = 0; 3) при r= -  , v2 =0i

4) при г =— , rj  -1’2- 5) при г



 

Пример 6. Получить ДУ для определения FKp и записать ГУ к ним.
В ряде задач сила может быть приложена в промежуточном сечении.

Начало координат - на верхнем конце, ось г - вниз, ось т - вправо. Из условия
равновесия всего стержня в изогнутом состоянии

о

\
I
I
I
I

-I I
11
Г
I
I
I
I
I
I _

М

11 EJ I "-nun  1

v Ct - k  2 - —11 12

кр' 2

I I )
I J

-частное решение



 
 

Для определения констант Q . СЧ . Q , С4 , f необходимо записать пять ГУ

1) прн г = 0. i j = 0: 2) щш  . 1*! = / :  3) при z . v2 = / ;

/ , ,при z =—. i j  = v2- 5) при z = 7. v2 = 0

Точное решение данной задачи к! = 4.32 (наименьший корень), тогда

2 _ 4.32~ _ _ 4.32 £JnM1 _ _ тг£7П1Ш

/ 2 кр /з Г- -Т /2 (°<72б/)2
I 4.32 '

Таким образом, ц = —— = 0. 726.



11.2. Устойчивость равновесия сжатых стержней. 
Зависимость критической силы от условий 

закрепления стержня 



 

 

Пример .  Найти FKp , р — ?

M=RI

£Лй1У = Л<г =-FKpv + « :  v' + J v = * - A .
’Ftirn *кр

_>  v - +A - \=A- ; — .-.
EJ Fimu 1 кр

D уэ
Решение: v = G sin Ат + G cos Ат ч- — : . v' = C к cos Ат - GA' sin Ат + —1 * Г* 1 * p

, «Р t
r Kp

V*-4tfCHfflW решение
Имеем три неизвестные величины: Cj , С2 и R< Для  их определения имеем

три ГУ: <? шарнире отсутствует прогиб, в заделке - прогиб и угол поворота.

1 ) при г = 0. v = 0: —> q • 0 + G • 1 ч------- 0 = 0 —> G = 0.
Лф

C,s inW+— / = 0.
Fкр

3)  при _ = Л v' = 0: —> C\k ■ cosA7 + — = 0.
Кр

Система однородных уравнений (*) имеет отличное от нуля решение, когда
определитель, составленный из коэффициентов при неизвестных равен нулю

, , ,  1 А7 „ Лsin А-/ ---------- ----  cosAv =0 ,
Лер кр

Гкр * 0. -> sin А7 - А7 • cos А7 = 0 -> tgA7 = А7 .

Получили трансцендентное уравнение, которое решается численно
Наименьший корень этого уравнения равен А7 = 4. 49 . тогда

к 2 449; FKp

/ ' fAun
г _4 ,49~£J niilt _
•ф  / -  / (0.7/  Гл

------ *0 ,7 .
4,49



11.3. Устойчивость. Энергетический метод 
определения критической нагрузки

 

Пример  1 .  Найти Ц.

\
\
\
\
1

ГУ:
1) при 2 = 0. т = 0:
2) при г = 0. т* = 0,
3) при 2 = 7 /2 ,  г = 0.
4) при z = /. г" = 0.

Имеем четыре ГУ. берем функцию прогибов в
виде полинома четвёртом степени

l'(z) = <?()+ <7j2 + О)22 + + Л4 Г4 ,

г '  = щ + 2 - + + 4n4z \

г '  = 2 2 + 6г732 + 12f74z-

Из 1) -> яо = О.
Из 2) -> д2 = 0 ’

Из 4) -> 0 = 6а31 + 12(74/ 2 -> л3 = -2б74/ .

тг Л / /3 /4 Г- I s ,31 1 В 3 ,3Из 3) 0 = 67,’ — + -----ьсл — —> б7> = -г?, ----- а .  — -ПлГ\ ------  \ -—алг .
2 8 16 5 4 8 1 2 8 I 8

Тогда функция, удовлетворяющая ГУ. имеет вид

v = n . j - / 3r-2/? + ? I.
U J

г '  = <14 ; -1 } -6/: 2 + 4?  I.
Л 8 )

i ' '  = f74 (-12/z  + 12z")  = 126F4 (z" - / z ) .



 

Интеграл в числителе
/ / 7 I
J £ / п11О(г ')¥-- = £У01т _|(12л4 (.-2 -/--)рг = £7 шш |144<7;(.' 4 -27?  + / 2? )*  =
0 0 о

/ 5  - 4 - 3 Y
=144£/ - — 21—  +l 2 —Dun 4 5 4 3

\ /о

1 1 1
—' —“ + —
5 2 3

= 144£/ Illulf7 2/S

= 1 44£J uun / 5 ~ = 4.SSZ -/¥mm t f 4

Интеграл в знаменателе
I 2I

2 , 1.3
'4 sо 0

/
— 76 + 3672?+16?

о v64
-487?

7

= —l 6 - + 3672 — + 1 6 -
64  5 7

o _3 _4 _6 \
-7 4 — +3/ 3 - — 48/— i
2 3 4 6 I

0

9 36  ]6  3
---- H -----  4-----------
64-----5------7 2

= «2 / 7 +- -  8 |=0 .8767n
2/ 7

Критическая нагрузка

г- _ 4.  б /пуцИ / _ _ . - j-  EJ i}mL
41 0.8767л ;7  7 ' 72

Приводя к формуле Эйлера

получим

Точный результат для данной задачи (смотри предыдушнн семинар)
2 .33  5.  434

4 кр р р, ’ ' ■

погрешность составила 0.7 %.
Энергетический метод дает завышенное значение / р и заниженное

значение ц по сравнению с точным методом.



 

Пример  2. Найти Fkp. |Л.

I
/

/
I
1 _
Ц

ГУ:
1) при г =0 .  v = 0 .
2) при г - 0. г '  = 0.
3) при " - A v - 0.
4) при z = 7. v' = 0.

Берем полином четвёртой степени

v(z) = <70 + 3 + аА- 4*
г '  - + 2я2- + Зя3г 2 + 3 .

v* = 2л2 + 6я3г + 12я4г 2 ,

Из 1) -> яо = О.
Из  2) -► =0 .

ПзЗ )  -> 0 = О2/2 + (73/Э + (74/ 4,

Из  4) -> 0 = 1а21 + Зя3/ 2 + 4а .
Последние два уравнения содержат три неизвестных о , .  я3.я4 . Найти их нельзя,

но можно выразить а2 . а$ через а4 .

Из 3) поделив на Г : д2 = -а$1 - а41~ .
3 э

из  4) поделив на 27 : л2 = — аъ1 - 2л47".

приравнивая, получим

а 1 + Яд/ —”Я3/ 2а41 — 0 .  —+ ~ = 2а4 / .

а2 - - 2~ =

Функция прогибов, удовлетворяющая ГУ. примет вид

Интеграл в числителе
/ / г -.2
jE/ fr') 2 2«4 (/  2 -6 t  + 6z2 )
о о

г /  2
= 4£/т1Дл 2 | ( / 3 - 61- + 6?  ) rf- =



 
 

/
= 4EZmb J ( /  4 + 36/ 2? +36?  -12 /  3r +12/ 2-2 -72/?)dz  =

0
_3 _5

/ 4 _- + 36/2 — + 36—
3 5- niin rt 4

= 4ЕУ1пЬ 751 1 + 12 + — -6  + 4 -18
5 J

= О.8£7Ц1Ш /5.

Интеграл в знаменателе
длина  участка  стержня,  сласиоемого силой

//2 ;/2_ л 1/2 ~

J (v ' ) '±=  |Г2сц  2 2-3 / : ’  + 2г  3 ') ±=4cq  | (/’г  -3/z  2 + 2? )  dz =
о о L о

Г2
= 4я; | (?? + 9 /V + 4?  - 6/3? + 4/2z4 - 127г 5 ]dz =

о

1
38  5-32

Критическая нагрузка
_ О.8 т пш1 £7  i r_ rEJ am

Ч’ “  9.5238 -1О -Ч2/ 7 I 2 л А:

1 VS4 '
JF

где р = —j= % 0.343 .
V84



 

 

Пример. Найти F , р .

При использовании энергетического метода начало координат всегда
помещается в закрепленном сечен  пи.

1 вариант. Учтем только кинематические ГУ (условия ia крепления)
ГУ: 1) при г - 0 ,  v = 0: 2) при s -0 ,  v r = 0.

их два, значит берем полином второй степени
v(s) = + tfj" + r r = t? l + 2я2- .

Из 1) —> 0 = я0 + £jj ■ 0 + г?2 ■ 0 -> а0 = О,
Из 2) —> 0 = + 2а2 - О —> =0 .
Значит функция, удовлетворяющая кинематическим ГУ

v = a 7c 2 T r' = 2 r ,  г"  = 2<ь.
Числитель

l /
J (2a,)-dz = £Judll ■ 4л; = 4<7/EJinill
0 0

Знаменатель

f 4 r/  3L 3 ']■ (№=/ (

0

Критическая натрузка

mm 3FJm jn л

г 'Г/ 3  J

Ids

3 '

nun

!-

где it = -  5s 1,813 .
7 з

Точное решение при p = 2 : 
П Лит щ~ L .

Отличие от точного значения критической нагрузки составляет 2L7 °о.
Расхождение большое. Полученный результат можно улучшить, если учесть
статическое (силовое) ГУ на свободном конце при г = Л где равен нулю
изгибающий момент = Е7пшр = 0,



 

 
 

2 вариант. Учтем кинематические и статические ГУ.
Имеем три ГУ. значит берем полином третьей степени

у(з) = я0 + я(з + а2з" + a z 3 , у' — + 2а2з + За3з“, vff = 2я2 + бл 3з .

ГУ: 1) при з = 0, v=0  -> яо =О.
2) при з = 0. у' = 0 —> = 0,

3) при z = L v" = 0 0 = 2а2 +6а3/ —► я2 =-Зя3Л
Функция, удовлетворяющая всем ГУ

у = аД  -З/з" + - ) * = <4 ( —6/з + Зз“ j , V я = а3 ( -6/ + 6з  ) .

Числитель
/ / /
J £701in (т-’) 2Л = EJ,im aj  J (-6/ + 6=)2Л = £ J injna3

2 J(36/- - 72fc + 36?)<fc =
ООО

= £У11ш.а 2 (36/ 3 -36/ 3 + 12/ 3 ) = 12/\ 2£У11Ш1.„Ш1а ;  36 / - -

Знаменатель
I i
J (з,г)‘с/з = L?" [ ( -6/з  + Зз‘)‘с/з = t7‘ I 36/ *з“ - 36/з" + 9з  4 |</з =
о о

= а ;{ 12/5 - 91- + 1.8/5 ) = 4,8/5о3

Критическая нагрузка

где р
4.8/? ai

Отличие от точного значения критической нагрузки составляет всего
1.42 °о. что более чем приемлемо для практических расчетов. Таким образом,
для получения приемлемого результата по энергетическому методу
следует удовлетворять всем I У (кинематическим и статическим).

Замена реальной функции прогибов некоторой другой,
удовлетворяющей ГУ, равносильно наложению на систему дополнительных
связей, то есть система становится более жесткой. Поэтому энергетический
метод дает завышенное значение Г у и заниженное значение р по

сравнению с точным методом.



12. Пределы применимости формулы Эйлера

 

 

Пример 1. Найти критическую нагрузку £кр и

коэффициент запаса по устойчивости wv .

Дано: / = 4 м. <7 = 0.1 м .  £ = 500 кН. сталь

СтЗ, = 200 МПа. а тс - 240 МПа. £ = 2 -10s МПа.

Решение:
I. Найдем минимальный радиус инерции поперечного сечения

_ r nd A л я<72
Для круга J nun - J x = J = ■---- А = -----  . тогда

* 464

_ I 'Ai'dll [ltd
nun _ _ =Н=0 .  02 5м .

64 nd 2 4 4

2. На йде м гибкость стержня
С учетом закрепления стержня ц = 0.7 . тогда

0 .7 ' 4
(гибкоеtub - вел/чина безразмерная )

U 0.025
3. Найдем предельную гибкость для материала стержня

тг£ _ /ж2 -2 -10s

~ ''I 200
= 100.

4. Сравним /. и

Так как А > л /узй> (112 >100). то формула Эйлера применима.

5. Критическое напряжение
Г - 2105

112 э
= 157.2 МПа .ТГЕ

кр

6. Критическая сила
а- 0 1

= сг -А  = 157.2 10б - 1 =1.234 10е Н = 1234 кН

1011 * ° ‘4

_______64
(0.7 -4)2кр (Ц/)2

= 1234 кН .



 

 
 

13. Расчет продольно-сжатых стержней по 
коэффициенту снижения допускаемых напряжений 

7. Коэффициент запаса по устойчивости
1234 А „
------ = 2.47.
500

7?.

Пример 2. Решим предыдущий пример с длиной стержня / - 2 м.
Гибкость

— = -------  = 56
► 0 025mm v ■ - — -

IK  / .  х -■’U -- J .W J* IV  . l i i  U« lv |J i1  XlXL 11 |J11  A l l  11  11  A l« l  <

Критическое напряжение определяем по эмпирической зависимости
/ х2

\ ( 56= 240- (240-200)  ' —
' 100

2

I =227.46 МПатс пи Iкр '-'ТС

Критическая сила
— Q 1 2

6 ■ ~ ' = 1.785 10е Н = 17S5 кНкр кр

Ко эффициент запаса по устойчивости
f kp 1785

•’ F 500



 

 

Два вида расчета на устойчивость:
1. Поверочный расчет

Дано: Л Li, материал, форма и размеры поперечного сечения стержня

2. Проектировочный расчет
Дано: /, и , F. материал, форма поперечного сечения стержня
Требуется: определить размеры сечения таким образом, чтобы FaiHI = F ,

то есть действующая на стержень сжимающая сила F была примерно равна
допускаемой нагрузке F m .

Дано: /. d = 6 см , 6 = 0,3 см , СтЗ,

[с ]  =160МПа, £ = 210’МПа ,L Jc
о П[1= 200 МПа, с тс = 240 МПа.

Определить: F ,,, FKf), пу ~?

Геометрические характеристики тонкостенного сечения:
J = Ы6  = 3.14 ■ 6 • 0, 3 = 5. 65 см 2

J . -2__ i . = SZ-  р см
““  8 , 'шш yj 4 A1ZCM



 

 

а )  Решение  с длиной  стержня  / = 4 м

1 . 1 ибкость  стержня  : X = —— = -----■--------г = 1 32
Ашп 2 . 12 .  КГ23 

2 .  Из  таблицы  коэффициентов ф имеем

>4 = 130 ,  < =0 ,4 ;  Х 2 =140 ,  ф 2 = 0 ,36

Ф = Ф2 +0 .1  (ф ]  -ф  2 ) (д ,  - Х )  = 0 ,36  + 0 ,1  0,04 8 = 0 ,392

3 .  Допускаемое значение  силы

Fow , = <р[а]с .4 = 0.392  ■ 160  1 06 ■ 5 . 65  • 1 О ’4* = 35 .  4 к!  I .

4 .  Определим  критическое  значение  силы .  Так  как  > (132  > 100 ) ,  то

кр  и г н ч е с кое  нал  ряже  и и е
тг£ 3 . I4 2 2 10*

132  2
= 113,1  МПакр

Критическая  сила

= <ти , ■ .4  = 1 13,1  • 106 -5 ,65  ■ 1 0 "4 = 63.9 кН .Л|л

и 63 .9
IT запаса  но  устойчивости :  л , .  = — — ------- = 1 ,8

F*,, 35 ,4

6)  Решение  с длиной  стержня  / = 2м

1 . Гиокость  стержня :  Л = —— = ---------------- = 66
/11и„ 2 ,1210- -

2 .  Из  таблицы  коэффициентов  ф

>4=60 ,  ф ( =0 ,86 ;  = 70 ,  ф 2 =0 ,81

Интерп  ол иру  я , п ол  у чаем
ф = Ф 2 +0 .  Ь (ф  -ф 2 ) (Х2 - >.) = 0 ,81  + 0 ,1  - 0 ,05  - 4  = 0 .83

3 .  Допускаемое  значение  силы

Гд0„ = <р [а] . .4 = 0,  83  • 1 60  • 1 06 • 5 .65  • 1 0 - * = 75  кН .

4 .  Так  как  ( 66  <100) ,  то  критическое  напряжение  определим  по

э м пир  и ческой  зав  ис  имости

Г 66
= 240  - (240  -200 ) -  ------

1100
= 222.5  МПакр J TC Т€

пред j

Критическая  сила

■ .4 = 222,5  ■ 1 06 • 5 , 65  ■ 1 0”1 = 125 ,  7 кН .

5 .  Коэффициент  запаса  по  устойчивости :

2 кЕ = 1- ±2  = 1 67

■ 75



 

 

/
/
f

t
!
/ а

а

Пример 3. Найти F . F и - ?

Дано: 1 = 1 м .  а = 0.06 м .  сталь СтЗ.

Е = 2 •10 > МПа. Гсг1 =160 МПа.L JC

Это поверочный расчет.

1. Найдем минимальный радиус инерции поперечного сечения
л 4 а2

.4 = — . тогда
2

Для треугольника 7С1Ш= J x =
24

Д .2 .
72 д2 б

211222

пил

2 1----  = 200.
пип 0.01

= 0.01м.
6

Замечляяе; в то.и случае если гибкость стержня дольше значений,
представленных в таблице, то берется значение (p тоя/ее
максимальной гибкости (например, при /. = 240 также дерем ф = 0Л9).

r
d0„=(p[tj]c .4 = 0.19 160-106 - - = 54.72кН

( 200 > 100 ). то критическое напряжение

п2Е д2 -2 Л05

ю = —— = -------- — = 49. 3 МПа ,ф 200
а критическая сила

= а„  ■ Л = 49.3 106 —— =88.74 кН .

S -  = 21=1.62.и



 

 

а

Пример  4. Найти размер  сечения а - ?
Дано :  / = 1м .  ,Г  = 20кН .  сталь СтЗ.

Е = 2 105 МПа. [о]' =200  МПа .

Это  проектировочный  расчет ,  его ведем
методом последовательных  приближений

F

Д = л " .  тогдаДтя  квадратного сечения

а* _ а
12 л 2 " 2-J

Гибкость стержня при ц = 0.5

. ц /  0 . 51 -2  3 1/з
Л = —— - -------------- - ----

С чего  начать? Какой  размер  выбрать  в качестве  первого  приближения?
В первом  приближении  берут  ф = 1 ,  то  есть  размер  сечения  определяют

из  условия  прочности

I приближение .

F 20 103 з 2 г-
.4 = = -----------г = 0,1•10"3 м 2 ->  а = хМ  = 0.01 м = 1 см.

[ст 200- 10бU Jc
Эшотй размер определен дез учета гибкости, иго есть если бы  стержень был
совсем коротким Поэтому  должно  быть а > 1 см .

II приближение .
Увеличиваем  размер сечензгя. Пусть а - 1.5 см .

Из  таблицы коэффициентов <р для  стали  СтЗ  имеем

>4 = 110. ф , =0 .52 :  Л 2 =120. <р2 =0 .45
Интерполируя, получаем

ф = Ф2 + 0.1( (ft - ф2 )( Л 2 - А ) = 0.45 + 0. L 0.07 (120 - 115. 5) = 0.  482 .

F om = 91с] .  -4 = 0.  482 • 200  ■ 106 • О.О152 = 21. 69  кН. Сотого/



 

 

Так  как  F n > F . го уменьшаем размер сечения (если F < F . ю размер

сечения нужно увеличить).
Ш приближение.
Уменьшаем размер сечения. Пусть <? = 1.4 см  .

Х=2 =_  _ = 123.7.
<7 0.014

= 120. =0.45

/-2=130. q>; =0 .40
<р = 0.40+  0.1• 0.05 (130 - 123.7) = 0.431.

=ф[<т]с Л = 0.431 200 10б 0.0142 =16.9  кН. (маю)

IV приближение.
Нужно найти значение а .  при котором F , = F (желательно чуть больше),

очевидно, что мы попали в «вилку»» 1.4 см < а < 1.5 см .

Пусть а = 1. 47 см

— =— ----- = 117.8.
а 0.0147

Xi = 110. (ft =0.52

Z.2 = 120. (ft, = 0.45

Лхи = <Р Нс  4 = 0 465 200 10б 0.0  14 72 = 20.1 кН. (успех'/
20.1-20

Д=  ------------- 100% = +0.5%.
20

Итак, принимаем а = 1,4“ см .  При этом F = 20.1 кН немного превышает
заданную нагрузку. Это не страшно, главное, что при нагрузках меньших F

стойка с таким размером сечения будет устойчива.
Так  как А > / дрд, (11".8>100). то  критическое напряжение

я2£ 1Р -2  405

tjlD = -----  - ----------— = 142 МПа .
р Л2 117.8-

q> = 0.45 + 0.1 0.07 (120 - 117.8) = 0.465 .

а критическая сила

-0.0147“ =30.  68 кН .кр с кр

Коэффициент запаса по  устойчивости
кр 30.68
F “ 20

и
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Пример 5. Подбор сечения по  ГОС Т .
Определить № двутавра по  ГОСТ  8239*89.
Дано :  / = 2м .  F = 200KH. сталь СтЗ.

[о ]с =120 МПа .

1 приближение .  Задаемся ф = 1.

F 200 103 а у у
А = — = ----------- - 1- 667  ■ IO"’ м -  = 16.67 см”

М с 120 1 0б

Пэ  сортамента выбираем профиль с площадью сечения А > 16.6“ см  - .

Ближайший такой профиль № 14: А = 17.4 см2 . zuun = ir = 1.55 см .  Гибкость

> = ±1  = 22  =129
/ПШ1 1,55 10"2

>4 = 120. О, =0 .45

Л2 = 13О. ф , =0 .40
Ф = о,  40  + 0.1 0. 05  (130  - 129 )  = 0. 405 -

= ф[о)с А = 0, 405 1 20 1 06 17,4 1О'** = 84.56 кН. (маю/

II приближение .

Берем профиль № 18: А = 23.4 см  2 , /ПШ1= \. = 1.88 см  . Гибкость

> .=±L=  —Ц_=юб ,4.
W 1.88-10""

л> = 100. Cfh = 0.60 I
■ -> ф = 0.52 + 0.1 0.08 (1 10 -106 .  4)  = 0.549.

Л2 = 110. ф2 =0.52]

F don = <₽ИС
J = 0.549 120 10* 23.4 10й = 154. 2 кН. (маю/

III приближение .

Берем профиль № 20: А = 26.8 см  - , = 2, 07  см  Гибкость

х=2£=_13_ =9б.б.
(„щ, 2.07-10“"

Л] =90 .  (pjsO.69

Лэ = 100. ф2
= 0" 60

Ф = 0.60 + 0.1 0.09 (100-96.6)  = 0.631



 
 

FM „ = 4>[с ]е Л = 0 .63112010б ■ 26 .8-10  = 202,8 кН .  (успех')

Оценим  погрешность

202 .8 -200
Д = -----------------

200
■100% = + 1.4%

Принимаем двутавр № 20.

ось  inin
осъ  шах

Пример  6. Определить №

уголка по  ГОСТ  8509-93.
Дано :  F - 100  кН  . / = 2м .

сталь  СтЗ. [с] с = 200  МПа  .

Ц -  1.347 (см. предыдущий

семинар) .

Задаемся ф = L

100 10

[с ~ 200  -10*
0 .5 -10" ’м2 = 5см2м

:2. иИз  сортамента выбираем  профиль с плошадью  сечения

вычисления для  удобства заносим в таблицу. Расчеты  продолжаем до  тех  пор.
пока погрешность не  будет превышать  +5°о .  Для  прокатных сечении  по  ГОСТ

положительная разница  может  достигать до  10  % из-за большого шага
сортамента.

№
профиля

Л .  см" СМ
Anin

Ф Д ,  %

63x5 6.13 1.25 215.5  >200 Стешкам  гибкая  конструкция
75x9 12,83 1,46 184,5 0.221 56,7  (.маю) 433
90x8 13.93 1.77 152.2 0313 873 (маю) -12.7
100x8 15.6 1,98 136 0376 1173  (.много/ + 17.3

100x7 13.75 1.98 136 0376 103.4 (успех!) +3.4

Принимаем равнополочный утолок 100*  " .



14. Продольно-поперечный изгиб 

14.1. Точный метод 

 

 

Пример I. Дано: А/, 5’, Л поперечное сечение.
Найти: максимальный прогиб vlliax — ?

максимальное напряжение - ?

Имеем

Решение
Wг - С, sin Az + С \ cos Az -----

J _____________" S
<x5j/f£V решение ‘ ------1

частное  решение

r =C \k  cos kz - C2k sin Az .
Для  определения констант Ct , ( \  запишем ГУ:

J f  М
1) при z = 0 ,1=0 :  —> 0 = С 1 0 + С2 1 — — —> С 2 = — :

5 S
А/ . А/

2) при z = / ,  v = 0: —> C’jA'cosAV--— A’sinA7 = 0 —> Q=*— tgA7,
S S

Окончательно уравнение прогибов
А/ „ . , А/ , А7 А/
— 12 Ат sm  kz + — cos kz ------ - —

Максимальный прогиб будет при z = /
• 5 » »sin'  A7

cosA7max ~ ~ “ (  *8 s *n + cos A7 - 1 ) = —

/ \

sin' A7 + cos  2 kl - cos A7i ______ ____i
\ i J

A7
5cosA7

А/ (1 - cosA7)
S cos kl



 

 
 

Макс  имал  ь н ы й и з i и баю  ш и й мо  мен  г

‘".г  шах 1 шах ”
а максимальное напряжение  (напряжение  сжатия)  по  абсолютному значению

| I - ? ; ”.гшак _ , - 'тах
1 IUax | J JF\ J п ;  и ;  ‘

Из  этого выражения  видно ,  что  при  увеличении  всех нагрузок в л раз
напряжение  увеличится  больше  чем  в п раз .  поскольку  в третьем  члене  этого
выражения  увеличение  нагрузок скажется  на  каждом  из  сомножителей  5 и

т11|ах * Таким  образом ,  между  нагрузками  и напряжениями  здесь нет  прямой

пропорциональности ,  что  резко отличает  продольно-поперечный  изгиб  от
других видов нагружения .

Характерно ,  что  как  следствие  нелинейности задачи, отпадает
возможность  применения  принципа  независимости  действия сил :  при
раздельном  (независимом)  учете  продольной и поперечной  нагрузок
напряжения  были  бы  определены неверно ,  так  как  третий  член  выражения  бы
отсутствовал .

Изгибающий  момент  с учетом  значения  У11ЮХможно  преобразовать

= А / ( 1 -со$У )  Л/
vuiax \ cos  AV cosAV

Рассмотрим  два  частных  случая :

, Г$~
1)  Если  5 = 0 ,  то  л=  1 =0 ,  тогда А/  Л111ЯХ=—5/  , что  соответствует

\ EJ x

действию  только  поперечной  нагрузки;

2 )  Если  к/ = — . то  Л /  У1П1Х= f независимо  от  значения  внешнего  момента

А/. Значит 5vlliax = > . то  есть r ]uax = z , что  характерно для

jш 0ы ч и вости.

Действительно ,  если  А7 = — . то
2

что  является  критической  силой  Эйлера для  рассмотренного  стержня (жестко
защемленного  на  одном  конце и свободного на  другом) при  потере

устойчивости  (изгибе)  относительно  оси  л\



 

Пример  1. Дано: 7 = 4м .  Л /=ЗкНм .  5 = 65 кН. b = 0.06м .  £ = 2*10' МПа.

Найти: а___ - ?
ПЫЛ

В
иаи  «ммь

М х

М

Решение.  Используя метод сечений, получаем

А/ х = = -Sv-— т .

Решение неоднородного ДУ
JW

г = Ci sin к~ + С3 cos Ат ------ z
, Si

решение частное решение

Для определения констант Q . С\ запишем ГУ:

1) при z = 0. v = 0: —> 0 = 6 ♦0 + С2 •!  - 0  —> С2 =0 :
я /  \ Л/

2) при z = /. 1- = 0: —> С $шА7--Ц-  А. =0  —> G =•—------F 1 $V Ssintf
Окончательное уравнение прогибов

Л/  sin Ат А/ _ Л/ sin Ат д
5 sin Аг/ 57 S sin Аг/ /



 

Л /  j Лсо$Ат 1
S I sin А/ / .

Л /  siitfc
S sinAV

Тогда выражение для изгибающего момента

S j sill kl
= -ЛЛ

sill  A'/



 

= ------ = -Л /  ---------- .
dz sill к/

Поперечная сила : р

Изгибающий  момент имеет  экстремум, там  где <?т = 0 ,  значит

, Л , я
СОЧАТ = 0 ,  Ат*= — .

■у

л

Подставим  числовые  значения

b A (0.06)4 « 4
Л=  — =--------—=108 10"® м4

к> = Л _________________
EJ t 2-  10" 108 10

65  10 к = 0 .548—.
м

1
м

При  2 = 0. О ,  = -3  — °~ 548 —- = -2. 027 кН  ; М х = 0 .

При  = Л = -3  ■ = 1. 1S3  кН  : Л/,. = -М  = -3  кНм  .

Я
2 0.548

При  г - J. = 2,863 м ,

. , . f siii(O,548- 2,863) ~ __= —М ------------------------- = — L232Af = —3.696 кНм  .
Лпих sin (0.548 -4)

M t . кНм

3.696



 

Максимальное напряжение

l inax ]
i s АГ™ S 6M™ 65-Ю3 6-3.696-103
1 j A LI hLi V | A sLL*.-u\ j

.4 и ;  ' ь- ь3
o.o62 о.об3

= (1S. 06 + 102. 66) • 106 = 120. 7 МПа  .



14.2. Приближенный метод (метод Тимошенко) 

 

 

Пример .  Дано: S' = 0 .55э . F.  / .  Е / л .

Используя формулу Тимошенко  найти  прогиб  на  торце  балки.

FI

ь

+

/

Решение .  Найдем величину  прогиба  от  действия  только поперечной

нагрузки. По  методу Мора  и правилу Верещагина

1 1 (2  FF
vn = --------- Fbh ' - I  = ------  ,

EJ X 2 U J 3EJ X

Коэфф  и имен  т Ти  м оше  н ко

то  есть  при  действии  продольной нагрузки  S = 0,5S? прогиб  увеличится  в 2
раза.



 

Пример 2. Дано: 5 = 035э . ЛА /. d . Найти: v 4 - ?  <7 - ?

у

..) л
-

А

/ / 2

.4

Д
1

Решение. Коэффициент Тимошенко
1 _ 1 _ 10

7 ” ! -А_  "1 -0 .3  " 7

Прогиб точки J от действия поперечной нагрузки

1 r , z  / И , л//  2

’ £7Х 2 S j 8Е7Х
тогда

, 10 А// 2 5Л// 2
1 4 — ' 1 'я — ----------------- ~ ------------ *7 8£УЛ. 28£JX

Для круглого сечения

Сила Эйлера при р - 1

„ n2EJ, n }Ed 4

Максимальный момент

ХПИХ Т '  А-nux 7



 

Максимальное напряжение
I I _ 5 _O-3Sj  , A/ vum _
' л п ;  л и ;

0.3-!?£? 4 ЮЛ/ 32 _3 i rEJ  2 320Л/
64/2 тьУ 2 7 nd  5 16О/ 2 7ттдР

Пример  3 .  Дано: / = 3м .  Е = 0.5  кН .  5 = 100 кН .  Ъ- 0.08м .  £ = 210 5 МПа .

Найти: v - ?  <7П1ая - ?

Fl

2FI ---
Fl

АЛ

Решение .

£ = 2 . = 3413 .10- ’м

2 .2
У1 - ; 41 - 51 " \187кН .
(2-3)2’ (ц/)2

*7=-!-?-= -ТЛЛ=2-15-т S_ 100
S ,  1 187

Используя метод Мора и правите Верещагина найдем прогиб точки J от



 
 

, 7 1 , 2 . )  5/73 5-0 .5403 -33

Fl ■ I- —+—FI ’ / ■—/ = ------- = ---------тт---------------т-
2 2 3 ) 6EJ X 6 2 4 О11 341.3 10"®

= 16.5-10 м .

тогда при продольно-поперечном изгибе

=Aj- г„ = 2.15 16.5-КГ3 *35.5-10-3 м .
Максимальный момент

A/ vua4 = кт ■М"х„ = 2.15 ■ 2FI = 4.3F7 .
N1акс11мал ьное па п ряжена ie

I I S Л/.-™, S 6-4.3F7 100-103 6 4.3 О.51О3 -3
1 ш“ | л гг; ь 2 ь3 О.082 О.О83

= (15.63 + 75.59) ■ 106 =91.22 МПа .
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