
1 Что понима󰑧т под n-мерным случайным вектором и его функцией распределени󰑱 (веро󰑱тно-
стей)? Сформулируйте основные свойства функции распределени󰑱 (веро󰑱тностей) n-мерного
случайного вектора.

1.1 Определение

Совокупност󰑭 случайных величин X1 = X1(ω), . . . , Xn = Xn(ω), 󰑬аданных на одном и том 󰑨е
веро󰑱тностном пространстве (Ω,F , P ), на󰑬ыва󰑧т многомерной (n-мерной) случайной величи-
ной, или n-мерным случайным вектором. При этом СВ X1, X2, . . . , Xn 󰯹 координаты случайного
вектора.

1.2 Определение функции распределени󰑱

Функцией распределени󰑱 (веро󰑱тностей) F (x1, . . . , xn) = FX1,...,Xn(x1, . . . , xn) (n-мерного) слу-
чайного вектора (X1, . . . , Xn) на󰑬ыва󰑧т функци󰑧, 󰑬начение которой в точке (x1, . . . , xn) ∈ Rn

равно веро󰑱тности совместного осуществлени󰑱 событий {X1 < x1}, . . . , {Xn < xn}, т.е.

F (x1, . . . , xn) = FX1,...,Xn(x1, . . . , xn) = P (X1 < x1, . . . , Xn < xn).

Данну󰑧 функци󰑧 так󰑨е на󰑬ыва󰑧т совместной (n-мерной) функцией распределени󰑱 СВ
(X1, . . . , Xn).

1.3 Свойства функции распределени󰑱

Двумерна󰑱 функци󰑱 распределени󰑱 удовлетвор󰑱ет следу󰑧щим свойствам:

1. 0 ≤ F (x1, x2) ≤ 1.

2. F (x1, x2) 󰯹 неубыва󰑧ща󰑱 функци󰑱 по ка󰑨дому и󰑬 аргументов x1 и x2.

3. F (−∞, x2) = F (x1,−∞) = 0.

4. F (+∞,+∞) = 1.

5. P{a1 < X1 ≤ b1, a2 < X2 ≤ b2} = F (b1, b2)− F (b1, a2)− F (a1, b2) + F (a1, a2).

6. F (x1, x2) 󰯹 непрерывна󰑱 слева в л󰑧бой точке (x1, x2) ∈ R2 по ка󰑨дому и󰑬 аргументов x1 и
x2.

7. FX1,X2(x,+∞) = FX1(x), FX1,X2(+∞, x) = FX2(x).

2 Дайте определение дискретного случайного вектора. 󰑪адание 󰑬акона распределени󰑱 двумер-
ного случайного вектора и его совместна󰑱 функци󰑱 распределени󰑱.

2.1 Определение дискретного случайного вектора

n-мерный случайный вектор 󰂓X(ω), принима󰑧щий не более счётного мно󰑨ества во󰑬мо󰑨ных
󰑬начений {Xk}N<∞

k=1 , на󰑬ыва󰑧т дискретным случайным вектором.

2.2 󰑪акон распределени󰑱 двумерного дискретного случайного вектора

󰑪акон распределени󰑱 двумерного дискретного случайного вектора мо󰑨ет быт󰑭 󰑬адан в виде
следу󰑧щей таблицы:

󰑪дес󰑭 y1, . . . , ym 󰯹 все во󰑬мо󰑨ные 󰑬начени󰑱 СВ Y , а x1, . . . , xn 󰯹 все 󰑬начени󰑱 СВ X.

pij = P{X = xi, Y = yj}, pXi = P{X = xi} =
m󰁛

j=1

pij, pY j = P{Y = yj} =
n󰁛

i=1

pij,



Y = y1 Y = y2 · · · Y = ym
X = x1 p11 p12 · · · p1m
X = x2 p21 p22 · · · p2m

...
...

...
. . .

...
X = xn pn1 pn2 · · · pnm

n󰁛

i=1

m󰁛

j=1

pij = 1,

F (x, y) = P{X ≤ x, Y ≤ y} =
󰁛

xi≤x
yj≤y

pij.

3 Дайте определение непрерывного случайного вектора. Сформулируйте основные свойства
плотности распределени󰑱 веро󰑱тностей непрерывного случайного вектора.

3.1 Определение непрерывного случайного вектора

Непрерывным случайным вектором на󰑬ыва󰑧т n-мерный случайный вектор 󰂓X(ω), веро󰑱тност󰑭
попадани󰑱 которого в л󰑧бу󰑧 област󰑭 Rn бесконечно малого диаметра бесконечно мала и
∀(x1, . . . , xn) ∈ Rn определена функци󰑱:

f 󰂓X(x1, . . . , xn) = lim
µ(U(󰂓x))→0

P{ 󰂓X(ω) ∈ U(󰂓x)}
µ(U(󰂓x))

,

где U(󰂓x) 󰯹 окрестност󰑭 точки 󰂓x, µ(U(󰂓x)) 󰯹 мера окрестности точки 󰂓x ∈ Rn, f 󰂓X(x1, . . . , xn) 󰯹
плотност󰑭 распределени󰑱 веро󰑱тностей n-мерного случайного вектора.

3.2 Свойства двумерной плотности распределени󰑱

1. f(x, y) ≥ 0.

2. P{a1 ≤ X ≤ b1, a2 ≤ Y ≤ b2} =
󰁕 b1
a1

󰁕 b2
a2

f(x, y) dy dx.

3.
󰁕 +∞
−∞

󰁕 +∞
−∞ f(x, y) dy dx = 1.

4. P{x < X < x+∆x, y < Y < y +∆y} ≈ f(x, y)∆x∆y.

5. P{X = x, Y = y} = 0.

6. P{(X, Y ) ∈ D} =
󰁕 󰁕

D
f(x, y) dx dy.

7. fX(x) =
󰁕 +∞
−∞ f(x, y) dy, fY (y) =

󰁕 +∞
−∞ f(x, y) dx.

4 Что на󰑬ыва󰑧т функцией случайной величины?

4.1 Определение

Функцией случайной величины Y = g(X) на󰑬ываетс󰑱 нова󰑱 случайна󰑱 величина, полученна󰑱
путем применени󰑱 детерминированной функции g к случайной величине X.

Если X 󰯹 случайна󰑱 величина, и g 󰯹 функци󰑱, то Y = g(X) так󰑨е будет случайной величиной.
󰑪начение Y в ка󰑨дом эксперименте определ󰑱етс󰑱 󰑬начением X в этом эксперименте и функцией
g.



4.2 Пример

Если X 󰯹 случайна󰑱 величина, g(X) = X2, то Y = X2 󰯹 это нова󰑱 случайна󰑱 величина,
󰑬начение которой в ка󰑨дом эксперименте равно квадрату 󰑬начени󰑱 X в этом эксперименте.

5 Сформулируйте и решите 󰑬адачу о нахо󰑨дении 󰑬акона распределени󰑱 функции случайной
величины (ра󰑬личные случаи).

5.1 Формулировка 󰑬адачи

󰑪адача состоит в том, чтобы найти 󰑬акон распределени󰑱 случайной величины Y = g(X), где X
󰯹 случайна󰑱 величина с и󰑬вестным 󰑬аконом распределени󰑱, а g 󰯹 некотора󰑱 функци󰑱.

Рассмотрим два случа󰑱: X 󰯹 дискретна󰑱 случайна󰑱 величина и X 󰯹 непрерывна󰑱 случайна󰑱
величина.

5.2 Случай 1: X 󰯹 дискретна󰑱 случайна󰑱 величина

Пуст󰑭 X 󰯹 дискретна󰑱 случайна󰑱 величина, принима󰑧ща󰑱 󰑬начени󰑱 x1, x2, . . . , xn с веро󰑱тно-
ст󰑱ми p1, p2, . . . , pn соответственно. Требуетс󰑱 найти 󰑬акон распределени󰑱 Y = g(X).

5.2.1 Решение

1. Определим во󰑬мо󰑨ные 󰑬начени󰑱 Y = g(X):

yi = g(xi) дл󰑱 i = 1, 2, . . . , n.

2. Найдем веро󰑱тности 󰑬начений Y :

P (Y = yi) = P (X = xi) = pi.

Если g(xi) = g(xj) дл󰑱 некоторых i ∕= j, то соответству󰑧щие веро󰑱тности ну󰑨но суммироват󰑭.

5.2.2 Пример

Пуст󰑭 X принимает 󰑬начени󰑱 0, 1, 2 с веро󰑱тност󰑱ми P (X = 0) = 0.2, P (X = 1) = 0.5, P (X =
2) = 0.3. Найдем 󰑬акон распределени󰑱 Y = X2.

Y = 02, 12, 22 = 0, 1, 4,

P (Y = 0) = P (X = 0) = 0.2,

P (Y = 1) = P (X = 1) = 0.5,

P (Y = 4) = P (X = 2) = 0.3.

Таким обра󰑬ом, Y принимает 󰑬начени󰑱 0, 1, 4 с веро󰑱тност󰑱ми 0.2, 0.5, 0.3 соответственно.

5.3 Случай 2: X 󰯹 непрерывна󰑱 случайна󰑱 величина

Пуст󰑭 X 󰯹 непрерывна󰑱 случайна󰑱 величина с функцией плотности распределени󰑱 fX(x). Тре-
буетс󰑱 найти 󰑬акон распределени󰑱 Y = g(X).

5.3.1 Решение

1. Найдем функци󰑧 распределени󰑱 FY (y):

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (g(X) ≤ y).



2. Найдем функци󰑧 плотности fY (y) путем дифференцировани󰑱 FY (y):

fY (y) =
d

dy
FY (y).

Если g 󰑱вл󰑱етс󰑱 монотонной функцией, то:

FY (y) = P (g(X) ≤ y) = P (X ≤ g−1(y)) = FX(g
−1(y)),

где g−1 󰯹 обратна󰑱 функци󰑱 к g.

Тогда:

fY (y) = fX(g
−1(y))

󰀏󰀏󰀏󰀏
d

dy
g−1(y)

󰀏󰀏󰀏󰀏 .

5.3.2 Пример

Пуст󰑭 X имеет равномерное распределение на [0, 1], то ест󰑭 fX(x) = 1 дл󰑱 0 ≤ x ≤ 1. Найдем
󰑬акон распределени󰑱 Y = X2.

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (X2 ≤ y) = P (X ≤ √
y) =

√
y дл󰑱 0 ≤ y ≤ 1,

fY (y) =
d

dy
FY (y) =

d

dy

√
y =

1

2
√
y

дл󰑱 0 ≤ y ≤ 1.

Таким обра󰑬ом, Y имеет функци󰑧 плотности распределени󰑱 fY (y) =
1

2
√
y

дл󰑱 0 ≤ y ≤ 1.

6 Дайте определение не󰑬ависимых случайных величин. Каким основным свойством обладает
совместный 󰑬акон распределени󰑱 не󰑬ависимых случайных величин?

6.1 Определение

Случайные величины X и Y на󰑬ыва󰑧тс󰑱 не󰑬ависимыми, если

FX,Y (x, y) = FX(x) · FY (y),

где FX,Y (x, y) 󰯹 совместна󰑱 функци󰑱 распределени󰑱 случайных величин X и Y , а FX(x) и FY (y)
󰯹 их маргинал󰑭ные функции распределени󰑱.

6.2 Основное свойство

Основным свойством совместного 󰑬акона распределени󰑱 не󰑬ависимых случайных величин 󰑱в-
л󰑱етс󰑱 то, что их совместна󰑱 плотност󰑭 распределени󰑱 равна прои󰑬ведени󰑧 их маргинал󰑭ных
плотностей:

fX,Y (x, y) = fX(x) · fY (y),
где fX,Y (x, y) 󰯹 совместна󰑱 плотност󰑭 распределени󰑱 случайных величин X и Y , а fX(x) и
fY (y) 󰯹 их маргинал󰑭ные плотности распределени󰑱.

7 Дайте определение математического о󰑨идани󰑱 скал󰑱рной случайной величины и приведи-
те его содер󰑨ател󰑭ну󰑧 интерпретаци󰑧. Сформулируйте основные свойства математического
о󰑨идани󰑱.

7.1 Определение

Математическим о󰑨иданием (средним 󰑬начением) M [X] дискретной случайной величины X
на󰑬ыва󰑧т сумму прои󰑬ведений 󰑬начений xi случайной величины и веро󰑱тностей pi = P{X =



xi}, с которыми случайна󰑱 величина принимает эти 󰑬начени󰑱:

M [X] =
󰁛

i

xipi.

Дл󰑱 непрерывной случайной величины X математическое о󰑨идание M [X] определ󰑱етс󰑱 как
интеграл:

M [X] =

󰁝 +∞

−∞
xf(x) dx,

где f(x) 󰯹 функци󰑱 плотности распределени󰑱 случайной величины X.

7.2 Содер󰑨ател󰑭на󰑱 интерпретаци󰑱

Математическое о󰑨идание случайной величины X представл󰑱ет собой в󰑬вешенное среднее всех
во󰑬мо󰑨ных 󰑬начений X, где весами слу󰑨ат веро󰑱тности этих 󰑬начений. Это 󰑬начение мо󰑨но
интерпретироват󰑭 как центр масс системы материал󰑭ных точек, располо󰑨енных на числовой
оси в координатах xi с массами pi. Математическое о󰑨идание даёт оценку "среднего"󰑬начени󰑱
случайной величины в долгосрочной перспективе при многократных повторени󰑱х эксперимен-
та.

7.3 Основные свойства математического о󰑨идани󰑱

1. Линейност󰑭:
M [aX + bY ] = aM [X] + bM [Y ],

где a и b 󰯹 константы, X и Y 󰯹 случайные величины.

2. Математическое о󰑨идание константы:

M [C] = C,

где C 󰯹 константа.

3. Дл󰑱 не󰑬ависимых случайных величин X и Y :

M [XY ] = M [X]M [Y ].

4. Монотонност󰑭:
X ≤ Y ⇒ M [X] ≤ M [Y ].

5. Если X 󰯹 случайна󰑱 величина и g(X) 󰯹 функци󰑱, тогда:

M [g(X)] =

󰁝 +∞

−∞
g(x)f(x) dx,

где f(x) 󰯹 функци󰑱 плотности распределени󰑱 случайной величины X.

8 Дайте определение дисперсии случайной величины. Сформулируйте основные свойства дис-
персии.

8.1 Определение

Дисперсией D[X] случайной величины X на󰑬ыва󰑧т математическое о󰑨идание квадрата откло-
нени󰑱 случайной величины X от её среднего 󰑬начени󰑱 M [X]:

D[X] = M [(X −M [X])2].



Дл󰑱 дискретной случайной величины X дисперси󰑱 определ󰑱етс󰑱 как:

D[X] =
󰁛

i

(xi −M [X])2pi,

где xi 󰯹 во󰑬мо󰑨ные 󰑬начени󰑱 случайной величины, pi = P{X = xi} 󰯹 веро󰑱тности этих 󰑬наче-
ний.

Дл󰑱 непрерывной случайной величины X дисперси󰑱 определ󰑱етс󰑱 как:

D[X] =

󰁝 +∞

−∞
(x−M [X])2f(x) dx,

где f(x) 󰯹 функци󰑱 плотности распределени󰑱 случайной величины X.

8.2 Основные свойства дисперсии

1. Дисперси󰑱 константы равна нул󰑧:
D[C] = 0,

где C 󰯹 константа.

2. Дл󰑱 л󰑧бой случайной величины X и константы a:

D[aX] = a2D[X].

3. Линейност󰑭 дисперсии относител󰑭но не󰑬ависимых случайных величин X и Y :

D[X + Y ] = D[X] +D[Y ],

если X и Y 󰯹 не󰑬ависимые случайные величины.

4. Дисперси󰑱 суммы случайной величины X и константы a:

D[X + a] = D[X].

5. Дисперси󰑧 мо󰑨но выра󰑬ит󰑭 чере󰑬 математическое о󰑨идание квадрата случайной величи-
ны:

D[X] = M [X2]− (M [X])2.

9 Дайте определение ковариации двух скал󰑱рных случайных величин. Сформулируйте основ-
ные свойства ковариации.

9.1 Определение

Ковариацией (коррел󰑱ционным моментом) двух случайных величин X и Y на󰑬ываетс󰑱 матема-
тическое о󰑨идание прои󰑬ведени󰑱 отклонений этих случайных величин от их средних 󰑬начений:

Cov(X, Y ) = M [(X −M [X])(Y −M [Y ])].

Если X и Y 󰯹 дискретные случайные величины с веро󰑱тност󰑱ми pij = P{X = xi, Y = yj}, то
ковариаци󰑱 вычисл󰑱етс󰑱 по формуле:

Cov(X, Y ) =
󰁛

i

󰁛

j

(xi −M [X])(yj −M [Y ])pij.

Дл󰑱 непрерывных случайных величин X и Y с функцией плотности совместного распределени󰑱
f(x, y), ковариаци󰑱 вычисл󰑱етс󰑱 по формуле:

Cov(X, Y ) =

󰁝 +∞

−∞

󰁝 +∞

−∞
(x−M [X])(y −M [Y ])f(x, y) dx dy.



9.2 Основные свойства ковариации

1. Ковариаци󰑱 константы и случайной величины равна нул󰑧:

Cov(C,X) = 0,

где C 󰯹 константа.

2. Ковариаци󰑱 линейной комбинации случайных величин:

Cov(aX + bY, Z) = aCov(X,Z) + bCov(Y, Z),

где a и b 󰯹 константы.

3. Ковариаци󰑱 двух одинаковых случайных величин равна дисперсии этой величины:

Cov(X,X) = D[X].

4. Если случайные величины X и Y не󰑬ависимы, то их ковариаци󰑱 равна нул󰑧:

Cov(X, Y ) = 0,

если X и Y не󰑬ависимы.

5. Симметричност󰑭 ковариации:

Cov(X, Y ) = Cov(Y,X).

6. Ковариаци󰑱 суммы случайных величин:

Cov(X + Y, Z) = Cov(X,Z) + Cov(Y, Z).

10 Дайте определение коэффициента коррел󰑱ции двух скал󰑱рных случайных величин. Сфор-
мулируйте основные свойства коэффициента коррел󰑱ции. Приведите во󰑬мо󰑨ну󰑧 интерпре-
таци󰑧 󰑬начени󰑱 коэффициента коррел󰑱ции.

10.1 Определение

Коэффициентом коррел󰑱ции ρ(X, Y ) случайных величин X и Y на󰑬ываетс󰑱 величина, опреде-
л󰑱ема󰑱 следу󰑧щим обра󰑬ом:

ρ(X, Y ) =
Cov(X, Y )󰁳
D[X] ·D[Y ]

,

где Cov(X, Y ) 󰯹 ковариаци󰑱 X и Y , D[X] и D[Y ] 󰯹 дисперсии X и Y соответственно.

10.2 Основные свойства коэффициента коррел󰑱ции

1. Коэффициент коррел󰑱ции принимает 󰑬начени󰑱 в интервале от -1 до 1:

−1 ≤ ρ(X, Y ) ≤ 1.

2. Если случайные величины X и Y не󰑬ависимы, то их коэффициент коррел󰑱ции равен нул󰑧:

ρ(X, Y ) = 0.

Однако, обратное утвер󰑨дение не всегда верно 󰯹 коэффициент коррел󰑱ции равный нул󰑧
не об󰑱󰑬ател󰑭но о󰑬начает не󰑬ависимост󰑭 случайных величин.

3. Коэффициент коррел󰑱ции симметричен:

ρ(X, Y ) = ρ(Y,X).



4. Коэффициент коррел󰑱ции двух одинаковых случайных величин равен единице:

ρ(X,X) = 1.

5. Линейност󰑭 коэффициента коррел󰑱ции:

ρ(aX + b, cY + d) = sign(ac) · ρ(X, Y ),

где a, b, c, и d 󰯹 константы, sign(ac) 󰯹 󰑬нак прои󰑬ведени󰑱 a и c.

10.3 Интерпретаци󰑱 󰑬начени󰑱 коэффициента коррел󰑱ции

• ρ(X, Y ) = 1: Случайные величины X и Y име󰑧т полну󰑧 поло󰑨ител󰑭ну󰑧 линейну󰑧 󰑬ави-
симост󰑭. Если X увеличиваетс󰑱, Y так󰑨е увеличиваетс󰑱.

• ρ(X, Y ) = −1: Случайные величины X и Y име󰑧т полну󰑧 отрицател󰑭ну󰑧 линейну󰑧 󰑬ави-
симост󰑭. Если X увеличиваетс󰑱, Y умен󰑭шаетс󰑱.

• ρ(X, Y ) = 0: Случайные величины X и Y не име󰑧т линейной 󰑬ависимости. Это не о󰑬начает,
что они не󰑬ависимы, так как могут быт󰑭 другие (нелинейные) 󰑬ависимости.

• 0 < ρ(X, Y ) < 1: Случайные величины X и Y име󰑧т поло󰑨ител󰑭ну󰑧 линейну󰑧 󰑬ависи-
мост󰑭. Чем бли󰑨е ρ к 1, тем сил󰑭нее поло󰑨ител󰑭на󰑱 󰑬ависимост󰑭.

• −1 < ρ(X, Y ) < 0: Случайные величины X и Y име󰑧т отрицател󰑭ну󰑧 линейну󰑧 󰑬ависи-
мост󰑭. Чем бли󰑨е ρ к -1, тем сил󰑭нее отрицател󰑭на󰑱 󰑬ависимост󰑭.

11 Что понима󰑧т под ковариационной матрицей n-мерного случайного вектора? Сформулируйте
основные свойства ковариационной матрицы.

11.1 Определение

Матрицей ковариаций (ковариационной матрицей) случайного вектора 󰂓X на󰑬ыва󰑧т матрицу
Σ = (σij), состо󰑱щу󰑧 и󰑬 ковариаций случайных величин Xi и Xj.

11.2 Свойства ковариационной матрицы

Ковариационна󰑱 матрица обладает следу󰑧щими свойствами:

1. Матрица ковариаций Σ 󰑱вл󰑱етс󰑱 симметрической.

2. Если случайный вектор 󰂓Y = 󰂓X +󰂓c, то Σ󰂓Y = BTΣ 󰂓XB, где Σ󰂓Y и Σ 󰂓X 󰯹 матрицы ковариаций
случайных векторов 󰂓Y и 󰂓X соответственно.

3. Матрица ковариаций Σ 󰑱вл󰑱етс󰑱 неотрицател󰑭но определённой.

12 Сходимост󰑭 последовател󰑭ности случайных величин

12.1 Определение

Если последовател󰑭ност󰑭 X1, X2, . . . , Xn, . . . случайных величин дл󰑱 л󰑧бого ε > 0 удовлетвор󰑱ет
услови󰑧

lim
n→∞

P{|Xn −X| ≥ ε} = 0,

то говор󰑱т о сходимости этой последовател󰑭ности к X по веро󰑱тности и обо󰑬нача󰑧т Xn
P−→ X.



12.2 Определение сходимости к нул󰑧 по веро󰑱тности

Если последовател󰑭ност󰑭 X1, X2, . . . , Xn, . . . случайных величин удовлетвор󰑱ет услови󰑧

P
󰀓
lim
n→∞

Xn = 0
󰀔
= 1,

то говор󰑱т о сходимости этой последовател󰑭ности к 0 с веро󰑱тност󰑭󰑧 1 или почти наверное и
обо󰑬нача󰑧т

Xn
a.s.−−→ 0.

12.3 Определение слабой сходимости

Последовател󰑭ност󰑭 функций распределений F1(x), . . . , Fn(x), . . . сходитс󰑱 к предел󰑭ной функ-
ции распределени󰑱 F (x), если

lim
n→∞

Fn(x) = F (x),

дл󰑱 л󰑧бых x, 󰑱вл󰑱󰑧щихс󰑱 точками непрерывности F (x). Таку󰑧 сходимост󰑭 на󰑬ыва󰑧т слабой
сходимост󰑭󰑧 последовател󰑭ности функций распределени󰑱 и обо󰑬нача󰑧т

Fn(x)
w−→ F (x).

13 Что понима󰑧т под 󰑬аконом бол󰑭ших чисел и что 󰑱вл󰑱етс󰑱 его основным содер󰑨анием?

13.1 Теорема (󰑪акон бол󰑭ших чисел)

Если последовател󰑭ност󰑭 X1, X2, . . . , Xn, . . . не󰑬ависимых случайных величин такова, что су-
ществу󰑧т MXi = mi и DXi = σ2

i , причём дисперсии σ2
i ограничены в совокупности (т.е.

σ2
i ≤ C < +∞), то дл󰑱 последовател󰑭ности

1

n

n󰁛

i=1

Xi

выполнен 󰑬акон бол󰑭ших чисел. При этом говор󰑱т так󰑨е, что к последовател󰑭ности
X1, X2, . . . , Xn, . . . случайных величин применим 󰑬акон бол󰑭ших чисел в форме Чебышева.

13.2 Определение 󰑬акона бол󰑭ших чисел

Последовател󰑭ност󰑭 X1, X2, . . . , Xn, . . . случайных величин удовлетвор󰑱ет 󰑬акону бол󰑭ших чи-
сел (слабому), если дл󰑱 л󰑧бого ε > 0

P

󰀣󰀏󰀏󰀏󰀏󰀏
1

n

n󰁛

i=1

Xi −
1

n

n󰁛

i=1

mi

󰀏󰀏󰀏󰀏󰀏 ≥ ε

󰀤
n→∞−−−→ 0.

Иными словами, выполнение 󰑬акона бол󰑭ших чисел отра󰑨ает предел󰑭ну󰑧 устойчивост󰑭 сред-
них арифметических случайных величин: при бол󰑭шом числе испытаний они практически пе-
реста󰑧т быт󰑭 случайными и совпада󰑧т со своими средними 󰑬начени󰑱ми.

14 Сформулируйте теоремы о I-ом и II-ом неравенстве Чебышева.

14.1 Первое неравенство Чебышева

Дл󰑱 ка󰑨дой неотрицател󰑭ной случайной величины X, име󰑧щей математическое о󰑨идание
MX, при л󰑧бом ε > 0 справедливо соотношение

P{X ≥ ε} ≤ MX

ε
,

на󰑬ываемое первым неравенством Чебышева.



14.2 Второе неравенство Чебышева

Дл󰑱 ка󰑨дой случайной величины X, име󰑧щей дисперси󰑧 DX = σ2, при л󰑧бом ε > 0 справед-
ливо второе неравенство Чебышева

P{|X −MX| ≥ ε} ≤ σ2

ε2
.

15 Сформулируйте теорему Чебышева и Бернулли.

15.1 Теорема Чебышева

Если последовател󰑭ност󰑭 X1, X2, . . . , Xn, . . . не󰑬ависимых случайных величин такова, что су-
ществу󰑧т MXi = mi и DXi = σ2

i , причём дисперсии σ2
i ограничены в совокупности (т.е.

σ2
i ≤ C < +∞), то дл󰑱 последовател󰑭ности

1

n

n󰁛

i=1

Xi

выполнен 󰑬акон бол󰑭ших чисел.

15.2 Теорема Бернулли

Пуст󰑭 проводитс󰑱 n испытаний по схеме Бернулли и Yn 󰯹 общее число успехов в n испытани󰑱х.
Тогда набл󰑧даема󰑱 частота успехов rn = Yn

n
сходитс󰑱 по веро󰑱тности к веро󰑱тности p успеха в

одном испытании, т.е. дл󰑱 л󰑧бого ε > 0

P {|rn − p| ≥ ε} n→∞−−−→ 0.

16 Сформулируйте централ󰑭ну󰑧 предел󰑭ну󰑧 теорему (частный случай) и теорему Муавра-
Лапласа.

16.1 Централ󰑭на󰑱 предел󰑭на󰑱 теорема (частный случай)

Пуст󰑭 X1, X2, . . . , Xn, . . . 󰯹 последовател󰑭ност󰑭 не󰑬ависимых одинаково распределённых слу-
чайных величин, MXn = m, DXn = σ2. Тогда

P

󰀕
Sn − nm√

nσ2
< x

󰀖
n→∞−−−→ Φ(x),

где Φ(x) 󰯹 функци󰑱 стандартного нормал󰑭ного распределени󰑱.

16.2 Теорема Муавра-Лапласа

Следствием и󰑬 централ󰑭ной предел󰑭ной теоремы 󰑱вл󰑱етс󰑱 интеграл󰑭на󰑱 теорема Муавра-
Лапласа.

Пуст󰑭 Sn 󰯹 суммарное число успехов в n испытани󰑱х по схеме Бернулли с веро󰑱тност󰑭󰑧 успеха p
и веро󰑱тност󰑭󰑧 неудачи q = 1−p. Тогда с ростом n последовател󰑭ност󰑭 функций распределени󰑱
случайных величин

Sn − np
√
npq

n→∞−−−→ Φ(x),

где Φ(x) 󰯹 функци󰑱 стандартного нормал󰑭ного распределени󰑱.



17 Сформулируйте основну󰑧 󰑬адачу математической статистики.

Основна󰑱 󰑬адача математической статистики 󰯹 ра󰑬работка методов получени󰑱 научно обосно-
ванных выводов о массовых 󰑱влени󰑱х и процессах по данным набл󰑧дений или экспериментов.
Эти выводы относ󰑱тс󰑱 не к отдел󰑭ным экспериментам, а представл󰑱󰑧т собой утвер󰑨дени󰑱 о
веро󰑱тностных характеристиках и󰑬учаемого процесса.

18 Что на󰑬ыва󰑧т (а): случайной выборкой; (б): выборкой? Дайте определение выборочного про-
странства.

18.1 Определение случайной выборки

Совокупност󰑭 не󰑬ависимых случайных величин X1, . . . , Xn, ка󰑨да󰑱 и󰑬 которых имеет то 󰑨е
распределение, что и случайна󰑱 величина X, будем на󰑬ыват󰑭 случайной выборкой и󰑬 генерал󰑭-
ной совокупности X и 󰑬аписыват󰑭 󰂓Xn = (X1, . . . , Xn). При этом число n на󰑬ыва󰑧т об󰑫ёмом
случайной выборки, а случайные величины Xi 󰯹 элементами случайной выборки.

18.2 Определение выборки

Л󰑧бое во󰑬мо󰑨ное 󰑬начение 󰂓xn = (x1, . . . , xn) случайной выборки 󰂓Xn будем на󰑬ыват󰑭 выборкой
и󰑬 генерал󰑭ной совокупности X (так󰑨е реали󰑬ацией случайной выборки 󰂓Xn). Число n харак-
тери󰑬ует об󰑫ём выборки, а числа xi, i = 1, . . . , n, представл󰑱󰑧т собой элементы выборки 󰂓xn.

18.3 Определение выборочного пространства

Мно󰑨ество во󰑬мо󰑨ных 󰑬начений 󰂓Xn ∈ Rn случайной выборки 󰂓Xn на󰑬ыва󰑧т выборочным про-
странством.

19 Что на󰑬ыва󰑧т (а): статистикой; (б): выборочным 󰑬аконом распределени󰑱?

19.1 Определение статистики

Л󰑧бу󰑧 функци󰑧 g( 󰂓Xn) от случайной выборки 󰂓Xn на󰑬ыва󰑧т статистикой или выборочной ха-
рактеристикой, а её 󰑬акон распределени󰑱 󰯹 выборочным 󰑬аконом распределени󰑱.

20 Дайте определение выборочного начал󰑭ного момента k-го пор󰑱дка. Как прин󰑱то на󰑬ыват󰑭
начал󰑭ный момент первого пор󰑱дка?

20.1 Определение

Пуст󰑭 󰂓Xn 󰯹 случайна󰑱 выборка и󰑬 генерал󰑭ной совокупности с функцией распределени󰑱 F (x)
(и плотност󰑭󰑧 распределени󰑱 f(x) в случае непрерывной статистической модели). Выборочну󰑧
характеристику

µ̂k( 󰂓Xn) =
1

n

n󰁛

i=1

Xk
i

на󰑬ыва󰑧т выборочным начал󰑭ным моментом k-го пор󰑱дка.

20.2 Начал󰑭ный момент первого пор󰑱дка

Выборочный начал󰑭ный момент 1-го пор󰑱дка на󰑬ыва󰑧т так󰑨е выборочным средним и обо󰑬на-
ча󰑧т X̄ = µ̂1( 󰂓Xn).



21 Сформулируйте 󰑬адачу точечного оценивани󰑱. Кака󰑱 основна󰑱 проблема во󰑬никает при её
решении?

21.1 Определение

Точечной оценкой параметра θ ∈ Θ на󰑬овём л󰑧бу󰑧 статистику θ̂( 󰂓Xn), выборочное 󰑬начение
которой θ̂(󰂓xn) мо󰑨но было бы считат󰑭 прибли󰑨ённым 󰑬начением параметра θ.

21.2 Пример

В частности, если θ = MX, то в качестве точечной оценки θ̂( 󰂓Xn) мо󰑨но предло󰑨ит󰑭 выборочное
среднее

X̄ =
1

n

n󰁛

i=1

Xi,

или медиану

X̃ =

󰀫
Xn+1

2
, n = 2k + 1,

1
2
(Xn

2
+Xn

2
+1), n = 2k.

Таким обра󰑬ом, во󰑬никает проблема выбора наилучшей в каком-то смысле оценки θ̂( 󰂓Xn) дл󰑱
параметра θ, построенной по данным случайной выборки 󰂓Xn.

22 Дайте определение несмещённой статистики. Примеры смещённых и несмещённых точечных
оценок.

22.1 Определение

Статистику θ̂( 󰂓Xn) на󰑬ыва󰑧т несмещённой оценкой параметра θ, если её математическое о󰑨и-
дание совпадает с θ, т.е. M θ̂( 󰂓Xn) = θ дл󰑱 л󰑧бого фиксированного n.

22.2 Пример несмещённой оценки

Выборочное среднее X̄ 󰑱вл󰑱етс󰑱 несмещённой оценкой дл󰑱 математического о󰑨идани󰑱 слу-
чайной величины X. Действител󰑭но, согласно определени󰑧 случайной выборки MXk = MX,
∀k = 1, . . . , n. Тогда, в силу свойств математического о󰑨идани󰑱, имеем

MX̄ = M

󰀣
1

n

n󰁛

i=1

Xi

󰀤
=

1

n

n󰁛

i=1

MXi = MX.

22.3 Пример смещённой оценки

Мо󰑨но пока󰑬ат󰑭, что выборочна󰑱 дисперси󰑱 󰑱вл󰑱етс󰑱 смещённой оценкой дисперсии DX.

23 Дайте определение эффективной статистики. Примеры эффективных оценок.

23.1 Определение

Если в некотором классе несмещённых оценок параметра θ, име󰑧щих конечну󰑧 дисперси󰑧,
существует така󰑱 оценка θ̂( 󰂓Xn), что дл󰑱 всех остал󰑭ных оценок θ̃( 󰂓Xn) и󰑬 данного класса вы-
полн󰑱етс󰑱 неравенство

Dθ̂( 󰂓Xn) < Dθ̃( 󰂓Xn),

то оценку θ̂( 󰂓Xn) на󰑬ыва󰑧т эффективной в данном классе оценок.



23.2 Пример эффективной оценки

Эффективну󰑧 оценку в классе всех несмещённых оценок на󰑬ыва󰑧т так󰑨е оптимал󰑭ной.

24 Дайте определение состо󰑱тел󰑭ной статистики. Примеры состо󰑱тел󰑭ных и несосто󰑱тел󰑭ных
оценок.

24.1 Определение

Статистику θ̂( 󰂓Xn) на󰑬ыва󰑧т состо󰑱тел󰑭ной оценкой параметра θ, если дл󰑱 л󰑧бого ε > 0

P
󰀓
|θ̂( 󰂓Xn)− θ| ≥ ε

󰀔
n→∞−−−→ 0.

24.2 Пример состо󰑱тел󰑭ной оценки

Выборочное среднее X̄ 󰑱вл󰑱етс󰑱 состо󰑱тел󰑭ной оценкой дл󰑱 математического о󰑨идани󰑱 слу-
чайной величины X.

24.3 Пример несосто󰑱тел󰑭ной оценки

Если выборочное среднее X̄ по какой-то причине не сходитс󰑱 к математическому о󰑨идани󰑧 X
при увеличении об󰑫ёма выборки n, то оно не 󰑱вл󰑱етс󰑱 состо󰑱тел󰑭ной оценкой.

25 Сформулируйте теорему Рао (скал󰑱рный случай). Пока󰑬ател󰑭 эффективности по Рао.

25.1 Теорема Рао (скал󰑱рный случай)

Пуст󰑭 X1, X2, . . . , Xn 󰯹 случайна󰑱 выборка и󰑬 генерал󰑭ной совокупности с плотност󰑭󰑧 распре-
делени󰑱 f(x; θ), где θ 󰯹 неи󰑬вестный параметр. Тогда информаци󰑱 Фишера I(θ) определ󰑱етс󰑱
как

I(θ) = −E

󰀗
∂2 ln f(X; θ)

∂θ2

󰀘
.

25.2 Пока󰑬ател󰑭 эффективности по Рао

Дл󰑱 несмещённой оценки θ̂ параметра θ дисперси󰑱 удовлетвор󰑱ет неравенству Рао-Крамера:

Dθ̂ ≥ 1

I(θ)
.

Несмещённа󰑱 оценка, достига󰑧ща󰑱 этого ни󰑨него предела, на󰑬ываетс󰑱 эффективной по Рао-
Крамеру.

26 И󰑬ло󰑨ите иде󰑧 метода максимал󰑭ного правдоподоби󰑱 построени󰑱 точечных оценок парамет-
ров 󰑬аконов распределени󰑱 дискретных случайных величин.

26.1 Определение функции правдоподоби󰑱

Функцией правдоподоби󰑱 на󰑬ыва󰑧т функци󰑧 следу󰑧щего вида

L(X1, . . . , Xn, θ) =
n󰁜

i=1

p(Xi, θ),

где p(Xi, θ) = P (Xi = xi) если X 󰯹 дискретна󰑱 случайна󰑱 величина и p(Xi, θ) = f(Xi, θ) если
X 󰯹 непрерывна󰑱 случайна󰑱 величина.



26.2 Определение оценки максимал󰑭ного правдоподоби󰑱

Оценкой максимал󰑭ного правдоподоби󰑱 параметра θ на󰑬ыва󰑧т статистику θ̂( 󰂓Xn), 󰑬начени󰑱 θ̂
которой дл󰑱 л󰑧бой выборки 󰂓xn удовлетвор󰑱󰑧т услови󰑧

L(󰂓xn, θ̂) = max
θ∈Θ

L(󰂓xn, θ),

т.е. функци󰑱 правдоподоби󰑱, как функци󰑱 аргумента θ, достигает максимума.

26.3 Уравнени󰑱 правдоподоби󰑱

Дл󰑱 нахо󰑨дени󰑱 оценки максимал󰑭ного правдоподоби󰑱 реша󰑧т уравнени󰑱 правдоподоби󰑱:

∂ lnL( 󰂓Xn, θ)

∂θk
= 0, k = 1, . . . , r.

27 Что на󰑬ыва󰑧т интервал󰑭ной оценкой и с чем св󰑱󰑬ана необходимост󰑭 ее построени󰑱?

27.1 Определение

Пуст󰑭 дл󰑱 параметра θ построен интервал (θ̂1( 󰂓Xn), θ̂2( 󰂓Xn)), где θ̂1( 󰂓Xn) и θ̂2( 󰂓Xn) 󰯹 пара статистик
случайной выборки 󰂓Xn, такой, что выполн󰑱етс󰑱 равенство

P{θ̂1( 󰂓Xn) < θ < θ̂2( 󰂓Xn)} = γ.

Тогда интервал (θ̂1( 󰂓Xn), θ̂2( 󰂓Xn)) на󰑬ыва󰑧т интервал󰑭ной оценкой дл󰑱 параметра θ с коэффи-
циентом довери󰑱 γ или γ-доверител󰑭ной интервал󰑭ной оценкой, а θ̂1( 󰂓Xn) и θ̂2( 󰂓Xn) 󰯹 соответ-
ственно ни󰑨ней и верхней границами интервал󰑭ной оценки.

28 Как определ󰑱етс󰑱 веро󰑱тност󰑭 совершени󰑱 ошибки при построении γ-доверител󰑭ного интер-
вала и что представл󰑱ет собой веро󰑱тностные характеристики качества интервал󰑭ной оценки?

28.1 Определение ошибки

Веро󰑱тност󰑭 α совершени󰑱 ошибки при нахо󰑨дении интервал󰑭ной оценки параметра θ с коэф-
фициентом довери󰑱 γ, очевидно, равна α = 1− γ, т.е.

α = P{θ /∈ (θ̂1( 󰂓Xn), θ̂2( 󰂓Xn))}.

28.2 Веро󰑱тностные характеристики точности оценивани󰑱

Веро󰑱тностной характеристикой точности оценивани󰑱 параметра θ 󰑱вл󰑱етс󰑱 случайна󰑱 вели-
чина

I( 󰂓Xn) = θ̂2( 󰂓Xn)− θ̂1( 󰂓Xn),

котора󰑱 дл󰑱 л󰑧бой реали󰑬ации 󰂓xn случайной выборки 󰂓Xn ест󰑭 длина интервала (θ̂1(󰂓xn), θ̂2(󰂓xn)).
Если P{θ̂1( 󰂓Xn) < θ} = γ или P{θ < θ̂2( 󰂓Xn)} = γ, то статистики θ̂1( 󰂓Xn) и θ̂2( 󰂓Xn) на󰑬ыва󰑧т
соответственно односторонней ни󰑨ней и односторонней верхней γ-доверител󰑭ными границами
дл󰑱 параметра θ.

29 Дайте определение централ󰑭ной статистики.

29.1 Определение

Статистику g( 󰂓Xn, θ) на󰑬ыва󰑧т централ󰑭ной, если ее 󰑬акон распределени󰑱 не 󰑬ависит от θ, т.е.
функци󰑱 распределени󰑱 веро󰑱тностей Fg(t) = P{g( 󰂓Xn, θ) < t} не 󰑬ависит от θ.



30 Сформулируйте 󰑬адачу построени󰑱 интервал󰑭ной оценки и и󰑬ло󰑨ите принципиал󰑭ну󰑧 схему
ее решени󰑱.

Дл󰑱 упрощени󰑱 дал󰑭нейших рассу󰑨дений будем предполагат󰑭, что дл󰑱 л󰑧бой реали󰑬ации 󰂓xn

случайной выборки 󰂓Xn выполнены следу󰑧щие допущени󰑱:

1. Функци󰑱 распределени󰑱 Fg(t) централ󰑭ной статистики g( 󰂓Xn, θ) 󰑱вл󰑱етс󰑱 непрерывной и
во󰑬раста󰑧щей.

2. 󰑪аданы поло󰑨ител󰑭ные числа α1 и α2 такие, что α = α1 + α2. Коэффициент довери󰑱
γ = 1− α = 1− (α1 + α2).

3. Дл󰑱 л󰑧бой выборки 󰂓Xn и󰑬 генерал󰑭ной совокупности X функци󰑱 g(󰂓xn, θ) 󰑱вл󰑱етс󰑱 непре-
рывной и во󰑬раста󰑧щей (убыва󰑧щей) функцией по θ ∈ Θ.

Согласно допущени󰑧 1, дл󰑱 л󰑧бого q ∈ (0, 1) существует единственный корен󰑭 hq уравнени󰑱
Fg(t) = q, который на󰑬ываетс󰑱 квантил󰑭󰑧 уровн󰑱 q функции распределени󰑱 Fg(t) случайной
величины g( 󰂓Xn, θ).

Таким обра󰑬ом, согласно допущени󰑧 2, име󰑧т место равенства 1 − α2 − α1 = γ = Fg(h1−α2) −
Fg(hα1) = P{hα1 < g( 󰂓Xn, θ) < h1−α2}, которые справедливы дл󰑱 л󰑧бых во󰑬мо󰑨ных 󰑬начений
параметра θ.

Согласно допущени󰑧 3 (дл󰑱 определенности будем считат󰑭, что функци󰑱 g( 󰂓Xn, θ) 󰑱вл󰑱ет-
с󰑱 во󰑬раста󰑧щей) дл󰑱 ка󰑨дой реали󰑬ации 󰂓xn случайной выборки 󰂓Xn ка󰑨дое и󰑬 уравнений
g(󰂓xn, θ) = hα1 и g(󰂓xn, θ) = h1−α2 име󰑧т единственное решение θ̂1(󰂓xn) и θ̂2(󰂓xn) соответственно.

При этом hα1 < g( 󰂓Xn, θ) < h1−α2 ⇔ θ̂1( 󰂓Xn) < θ < θ̂2( 󰂓Xn) дл󰑱 л󰑧бой реали󰑬ации 󰂓xn случайной
выборки 󰂓Xn.

Таким обра󰑬ом, с учетом ска󰑬анного выше, имеем:

γ = 1− α1 − α2 = P{hα1 < g( 󰂓Xn, θ) < h1−α2} = P{θ̂1( 󰂓Xn) < θ < θ̂2( 󰂓Xn)}

и (θ̂1( 󰂓Xn), θ̂2( 󰂓Xn)) 󰯹 искома󰑱 интервал󰑭на󰑱 оценка.

31 Пуст󰑭 X(ω) ≡ N(m,σ2). Сформулируйте и приведите решение 󰑬адачи (т.е. ука󰑨ите вид полу-
ченного доверител󰑭ного интервала) построени󰑱 интервал󰑭ной оценки дл󰑱 параметра m при
и󰑬вестном 󰑬начении параметра σ2.

31.1 Построение доверител󰑭ного интервала при и󰑬вестном 󰑬начении σ2

Пуст󰑭 󰂓Xn = (X1, . . . , Xn) 󰯹 случайна󰑱 выборка об󰑫ема n и󰑬 генерал󰑭ной совокупности X,
распределенной по нормал󰑭ному 󰑬акону с параметрами m и σ2 и󰑬вестна. Рассмотрим статистику

g( 󰂓Xn,m) =
m− X̄

σ/
√
n
,

котора󰑱 󰑱вл󰑱етс󰑱 неубыва󰑧щей по параметру m. Согласно определени󰑧 случайной выборки
случайные величины Xk, k = 1, . . . , n, 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 не󰑬ависимыми и Xk ∼ N(m, σ2). Поэтому

Mg( 󰂓Xn,m) = M

󰀕√
n

σ
(m− X̄)

󰀖
=

√
n

σ
M(m− X̄) = 0,

Dg( 󰂓Xn,m) =
n

σ2
D(m− X̄) =

n

σ2

󰀣
Dm− 1

n

n󰁛

i=1

DXi

󰀤
= 1.

Поскол󰑭ку мо󰑨но дока󰑬ат󰑭, что линейна󰑱 комбинаци󰑱 не󰑬ависимых нормал󰑭но распределенных
случайных величин ест󰑭 нормал󰑭на󰑱 случайна󰑱 величина, то g( 󰂓Xn,m) ∼ N(0, 1) и 󰑱вл󰑱етс󰑱
централ󰑭ной.



Тогда

uα1 = g( 󰂓Xn,m( 󰂓Xn)) =

√
n

σ
(m( 󰂓Xn)− X̄) ⇒ m( 󰂓Xn) = X̄ +

σ√
n
uα1 ,

u1−α2 = g( 󰂓Xn,m( 󰂓Xn)) =

√
n

σ
(m( 󰂓Xn)− X̄) ⇒ m( 󰂓Xn) = X̄ +

σ√
n
u1−α2 ,

где uq 󰯹 квантил󰑭 уровн󰑱 q стандартного нормал󰑭ного распределени󰑱.

В практических 󰑬адачах поле󰑬но 󰑬нат󰑭, что uq = −u1−q.

32 Пуст󰑭 X(ω) ≡ N(m,σ2). Сформулируйте и приведите решение 󰑬адачи (т.е. ука󰑨ите вид полу-
ченного доверител󰑭ного интервала) построени󰑱 интервал󰑭ной оценки дл󰑱 параметра m при
неи󰑬вестном 󰑬начении параметра σ2.

32.1 Построение доверител󰑭ного интервала при неи󰑬вестном 󰑬начении σ2

Пуст󰑭 󰂓Xn = (X1, . . . , Xn) 󰯹 случайна󰑱 выборка об󰑫ема n и󰑬 генерал󰑭ной совокупности X,
распределенной по нормал󰑭ному 󰑬акону с параметрами m и σ2 неи󰑬вестна. Требуетс󰑱 построит󰑭
доверител󰑭ный интервал дл󰑱 неи󰑬вестного математического о󰑨идани󰑱 m.

Рассмотрим статистику

g( 󰂓Xn,m) =
m− X̄

S( 󰂓Xn)/
√
n
.

Данна󰑱 статистика 󰑱вл󰑱етс󰑱 централ󰑭ной и распределена по 󰑬акону Ст󰑭󰑧дента с n−1 степен󰑭󰑧
свободы. Аналогично предыдущему случа󰑧 получаем следу󰑧щие выра󰑨ени󰑱 дл󰑱 ни󰑨ней и
верхней границ доверител󰑭ного интервала

m̂( 󰂓Xn) = X̄ − S( 󰂓Xn)√
n

t1−α2(n− 1),

m̂( 󰂓Xn) = X̄ +
S( 󰂓Xn)√

n
tα1(n− 1),

где tq(n) 󰯹 квантил󰑭 уровн󰑱 q распределени󰑱 Ст󰑭󰑧дента с n − 1 степен󰑭󰑧 свободы и учтено,
что tα1(n) = −t1−α2(n− 1).

33 Пуст󰑭 X(ω) ≡ N(m,σ2). Сформулируйте и приведите решение 󰑬адачи (т.е. ука󰑨ите вид полу-
ченного доверител󰑭ного интервала) построени󰑱 интервал󰑭ной оценки дл󰑱 параметра σ2 при
неи󰑬вестном 󰑬начении параметра m.

33.1 Построение доверител󰑭ного интервала дл󰑱 σ2

Пуст󰑭 󰂓Xn = (X1, . . . , Xn) 󰯹 случайна󰑱 выборка об󰑫ема n и󰑬 генерал󰑭ной совокупности X, рас-
пределенной по нормал󰑭ному 󰑬акону с неи󰑬вестными параметрами m и σ2. Требуетс󰑱 построит󰑭
доверител󰑭ный интервал дл󰑱 среднего квадратичного отклонени󰑱 σ.

Рассмотрим статистику

g( 󰂓Xn, σ) =
(n− 1)S2( 󰂓Xn)

σ2
.

Данна󰑱 статистика имеет χ2-распределение с n−1 степен󰑭󰑧 свободы и, как следствие, 󰑱вл󰑱етс󰑱
централ󰑭ной.

Приведенна󰑱 статистика 󰑱вл󰑱етс󰑱 убыва󰑧щей функцией параметра σ. Поэтому получаем сле-
ду󰑧щее выра󰑨ение дл󰑱 ни󰑨ней и верхней границ доверител󰑭ного интервала:

σ( 󰂓Xn) = S( 󰂓Xn)

󰁶
(n− 1)

χ2
1−α2

(n− 1)
,



σ( 󰂓Xn) = S( 󰂓Xn)

󰁶
(n− 1)

χ2
α1
(n− 1)

,

где χ2
q(n− 1) 󰯹 квантил󰑭 уровн󰑱 q дл󰑱 χ2-распределени󰑱 с n− 1 степен󰑭󰑧 свободы.


